
RECUEIL DES CONFERENCES-BAPPORTS 

DE DOCUMENTATION 

SUR LA PHYSIQUE 

ra. ts 



LA THfiORIE MS QUANTA 

Deuxifeme Edition 




LES 




STATISTIQllS QUANTIQIES 


ET 

LEURS APPLICATIONS 


L6on BRILLOUIN 

Professeur A la Sorbonne 



LES PRESSES UNIVERSITAIRES DE FRANCE 
49, Boulevard Saint-Michel, PARIS (V®) 

1930 



-437S 



CHAPITRE PREMIER 


, . LE RAYONNEMENT THERMIQUE 

DfiPINITIONS GENERALES ; LOIS DE KIRCHHOPF ET DE STEFAN 

1. Corps noir. — Les ’premieres recherches sur Remission de rayonne- 
ment par les corps chauds ont permis de ddgager les resultats fonda- 
mentaux suivants : 

Le rayonnement ^mis par un corps est fonction de la temperature de 
ce corps. Lorsque cette temperature varie, le rayonnement change, comme 
repartition de Tenergie dans le 
spectre, et son energie totale se 
modifie. Le pouvoir ^missif d'un 
corps k une certaine temperature 
est d'ailleurs en relation avec 
son pouvoir absorbant. Le corps 
le plus compietement absorbant 
(denomme corps noir) est, k cha- 
que temperature, le corps dont 
rintensite d’emission est maxima. 

Les recherches port^rent alors sur Tetude du rayonnement emis, k 
chaque temperature, par un corps noir. Mais le corps parfaitement noir 
est une fiction, aucun corps materiel n’est completement absorbant pour 
toutes les frequences; il faut done trouver une methode de definition 
generale qui soit k Tabri de ces critiques. 

Considerons une enceinte, dont les parois sont constituees par un corps 
materiel quelconque, legferement absorbant. Nous supposerons que la 
paroi est percee d'une petite ouverture a. Cette surface cr paraitra absolu- 
ment noire, parfaitement absorbante pour toute radiation, En effet, suivons 
un rayon R qui penfetre k Tinterieur de Tenceinte par la surface a; ce 
rayon rencontre la paroi en Oi; il y est en partie absorbe et en partie 
reflechi, Le rayon reflechi tombe k nouveau sur la pamoi e 02,\0z^ O 4 ,. etc> 




8 


LES STATISTIQUES QUANTIQUES 


et, chaque fois, il subit une nouvelle absorption. Apr^s un grand nombre 
de reflexions le rayon finira par fetre totalement absorbe, et aucune 
energie provenant de ce rayon ne ressortira plus de Fenceinte par la 
surface cy, 

L'ouverture o joue done le r61e d'un element de surface totalement 
absorbant. Quel sera le rayonnement emis par cette ouverture, k une tempe¬ 
rature T donnee ? Pour repondre k cette question, il faut etudier le rayon¬ 
nement qui existe, k I'interieur de Tenceinte, lorsque les parois sont toutes 
la temperature T. 

Le probieme se transforme done et, de I'etude du corps noir, nous pas- 
sons k retude du rayonnement, d'origine thermique, qui existe k Tinterieur 
d'une enceinte isotherme, C’est ce que Ton a pris souvent Fhabitude defec- 
tueuse de nommer le « rayonnement noir ». 

2. Rayonnement isotherme dans le vide. — Nous considererons d'abord 
une enceinte vide, pour indiquer plus loin comment se modifient les defi¬ 
nitions, lorsque Tenceinte renferme un milieu optique materiel, Dans 
Fenceinte, isotherme ou non, se croisent en tons sens des rayons de toutes 
frequences, qui se propagent en ligne droite. Nous pouvons considerer 
ceux de ces rayons qui traversent une surface donnee d S, et dont les direc¬ 
tions sont comprises ci rintdrieur d’un angle solide d D, autour de la nor- 
male O N i d 5. En un temps d t ces rayonnements transporteront, k tra- 
vers d S, une energie 

(1) dE = /dSdnd^; 

I est rintensite specifique totale des radiations. Ce sera, dans le cas le 
plus general, une fonction du temps, des coordonnees, et de Torientation 
de Tangle solide d Nous pouvons analyser ce rayonnement total (i) et 
considerer, dans les mtoes conditions que ci-dessus, Tdnergie d Ev trans¬ 
ports par les ondes dont la frequence est comprise entre v et v d v; 
nous ecrirons 

(2) d = Jv d V d S d Q d ^; 

Jv est Tintensit^ sp&ifique des rayons de frequence v (i d v prfes) et Ton a 



(i) Une onde, de forme quelconque, pent toujours, par la mdthode des int6grales de 
Foiirier, ■ fitre repr^sentde comme ^.la somme iutfigrale de rayonnements slnusoldaux 
toutes frequences v. 
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Au lieu de TintensitiS ap^ciiique du rayonnement, on pent considArer 
la density d'energie p; pour une onde plane se propageant dans le vide, 
on a, entre ces deux quantity, la relation 

(4) 

c ^tant la vitesse de la lumi^re dans le vide. Cette Equation exprime que 
r^ergie qui tombe, en une seconde, sur une surface unit^ perpendiculaire 
au rayon, est ^gale au contenu d'^nergie d'un cylindre de base i cm’ et 
de hauteur c. La density totale du rayonnement, eu un point donn^, sera 

(5) p-j / ida . 

Si le rayonnement est enti^rement diffuse, c*est- 4 -dire s'il a m^me inten* 
sit6 sp^cifique dans toutes les directions, on a 



Nous parlerons souvent de la densite d'energie du rayonnement de fre¬ 
quence V dv pr^s), et completement diffuse, 

4 ir 7 v , 

(6) p,d^=^dv, 

ou de la densite d'energie du rayonnement de frequence v (dv) dont les 
directions de propagation sont comprises dans iin angle solide di2 

(7) dv dv do. 

3 . Milieu dispersif. — Ces definitions se modifient assez serieusenient, 
lorsqu*on veut les etendre k un milieu optique autre que le vide. Les milieux 
optiques reels sont caracteris^s par deux proprietes egalement importantes : 
leur indice est different de Tunite; il est variable avec la frequence. Cette 
seconde propiridte, la dispersion^ conduit k des equations de propagation 
assez complexes; aussi se contente-t-on en general de consid^rer des ondes 
sinusoidales dans le temps, auxquelles correspond une certaine valeuf de 
rindice; on raisonne alors comme si cet indice etait constant et Ton 
6tend au milieu dispersif les r^sultats ainsi obtenus. 

Cette generalisation pent conduire k des conclusions inexactes. Je rappe- 
lerai id quelques-unes des proprietes essentielles dues k la dispersion. . 
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La vitesse ordinairement considdree est‘ la vitesse de phase ; elle est 
relive au pouvoir didlectrique K (v) par la relation 


( 8 ) 






si Ton suppose la permeability (x constante et dgale k celle du vide. 
Cette vitesse V est celle qui permet de calculer tons les phdnomynes d'inter- 
ferenpe; si A cos 2 irv ^ est la valeur d'une certaine grandeur, le champ 
yiectrique, par exemple, en un point M, cette m^me grandeur prend en un 
point M', sitiie a la distance r (comptye suivant le rayon), la valeur 


A 


cos 2 7 : V 



Pour ytudier le transport d'energie, il faut cherclier la vitesse avec 
kiquelle se transmet, dans le milieu, une variation d’amplitude. On consi- 
dyrera, par exemple, la superposition de deux ondes de frequences voisines 
Vi et Va 


•Si Von a 


A cos 2 irvi 



+ A cos 2 irva 



vi = V + $ V et V 2 = V — d V, 


il est aisy de voir que la superposition des deux mouvements donne 


avec 


2 A cos 2 ttSv 



cos 2 



(9) 



Les variations d*amplitude ^ cos 2 7r 5 v ^ reprysentent les batte- 

ments, qui se propagent avec la vitesse de groupe U. 

La vitesse de propagation d’un signal de fryquence v est plus dyiicate k 
•ytablir (*). On appellera « signal» un train ddscillations sinusoidales dybu- 
tant k un certain instant; apr^s avoir eSectuy un trajet r le signal 


"“'piaD. Am, der Phys,t t.' 44 {1914)9 pp. ^77 ^-^02. h. Brillouin, Ibid,, 
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est d^form^; des precurseurs, d'ampUtiide extr^mement reduite, arrivent 
avec la vitesse c de la liimiere dans le vide; mais la partie importante 
du signal debnte seulement plus tard; on pent demontrer qtte 3 a vitesse 
du signal est ^gale la vitesse de groupe, tant qiie la frequence ne tombe 
pas au voisinage d\me bande d'absorption, Dans la bande d'absorption, 
la vitesse de groupe prcnd en effet des valeurs tout k fait anormales, et 
devient infinie on m^me negative ; la vitesse de signal prend alors une valenr 
distincte, toujours infcrioure k c, mats assez delicate definir. 

Cette zone anormale exclue, nous pouvons considerer que la vitesse de 
groupe U repr&ente la vitesse de transport de Tenergie. 


4, Demifi d’^nergie et dans un milieu dfsoersif. — 

d'emrgie. — II faut maintonant examiner comment on defiinira 3’intensity 
et la densite d'energie d’uno ondt?, dans un milieu dispersif. Soil nne onde 
plane, dont le clxamp elcctriquc h a une amplitude d, 

h — A cos 2 TTV (^t — • 

Pour ini milieu non dispei*sif, on aurait la densite d’energie p par la relation 


(lO) 


Kh^ 

Stt’ 


KA'^ 
8 t: 




s/K 


en appelant H le champ magnetiqnc, ct tenant compte de I’egalite des 
Energies ^lectrique et magndliquc moyennes. L’intensitc 1 de Tonde se 
mesure pan Taiergie transportee, en une seconde. k travers une surface 
unite, noi'male au rayon. Ceci nous donnc 

(II) I==pV==KV^l- 


Dans un milieu dispersif, les formnles sent differentes ; la density d^ener- 
gie (5 fera intervenlr un coefficient Ki (v) different de K (v). 

(la) P = if, (v) g- 


ct, pour d^fiuir I'intensit^ I, il faudra introduire la vitesw de propagation 
de r^nergle, que je noterai Ui 


( 13 ) 
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Ceci va nous donner ime mdthode g^neraJe pour definir la vitesse Ui Ae 
Iransport de Venergie; je mpntrerai qiie Ui se confond avec la vitesse de 
groupe r/, tant que la frequence v ne tombe pas dans la zone de dispersion 
anomale, c*est-?i-dire dans une bande d’absorption. 

Pour <^valuer C7i il faiit trouver la valeur de /, c'est-i-dire calculer I’dnergip 
a fournir, par seconde et par unite de surface dj'onde, pour entretenir le 
train d'onde. Les lois de refraction vont nous donner la solution (*). Consi* 
d*?rons une onde plane, d'amplitude Ai et de ir6q\ience v, qui se propage 
dans le vide et tombe, sous I'angic d'incidence vji sur la surface (plane) 
qui separe le vide d'un milieu optique ayant un pouvoir di^Iectrique K. 
J) se produira une onde reflechic, d'amplitude ^i, et une onde refractfe, 
d-amplitude--^4 2 , qui penetre dans le second milieu sous un angle Les. 
coftdiHons dt Hfracfion (continuity du champ yiectrique tangent et de Tin- 
duction electriqiie nonnale) jont intervenir seulemeni la valeur K (v) et 
gardeni la mhne forme pour un milieu dispersif on non dispersif. 

Or ryncrgie qui traverse, en une seconde. Tunite do la surface de sepa¬ 
ration s'yerit, pour im milieu non dispersif 


(14) 




COS r^2 


Cette relation exprime la conservation de I'energic, le premier membre 
etant la diffyrence des energies transportees par les ondes incidente et 
reflydne, tandis que le second raembre represente I'yncrgie de Tonde 
ryfractye. 

Cette yquation peut se dyduiredirectement des lois dc refraction et restera 
vraie pour un milieu dispersif, puisque cos lois sent les m^mes dans tous 
les cas; mais alors, la relation ( 14 ) n’exprimera pins la conservation de 
I'encrgie, qui s'ecrira, si Ton utilise nos ciyfmitions ])recedentes, sous la 
forme suivantc : 


i fi'T.) ''''" 8 "it ' 

Comparant ces deux relations, on aboutit k la condition tr^s simple 

(t 6) l7,/Ci = FiC. 


Cette relation definit avee precision la vitesse Ui de I'energie. Elle nous 


(i) LfsoN Bttir.ioui?»r. Sur lu propa^jalion de la lumldre dans uii milieu disperaif. C. K., 
172 (5 d(Sc. 1921), Cette npte conlient une erreur; le terme —f eh ds, 

iormule 8, cst i supprimer, r \r il fait double emploi avec les siiivants. 
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montre que, dans «n milieu dispersif, on pent garder pour I’intensit^ d’une 
onde la mtoe expression que pour un milieu non dispersif, 

(17) /-= 

o t: O 7C 

La densite d'feergie, au contraire, a nne valeur clifferentc pour nn, milieu 
dispersif. 

(17 bis) f = ■ 

Si Ton fait une hypoth^se sur la structure interne du milieu optique, 
il est aise de calculer Ki et Ton verifie que U 1 est egal a la vitesse de groupe 
V sauf dans la zone de dispersion anomale. Dans la theorie classique de 
la refraction, on considere le milieu comme constitue par des resonateurs 
^ 16 mentaires, repartis k raison de N par cnr'. On trouve alors 


(18) 


K — Kf, + 


4.1: N — 
^ m 


— 2 1 cop - 


Avec les notations 




CO = 2 TT V; 

(Oo, pulsation propre des resonateurs; 
e, lour charge electriquc; 
m, leur masse; 

P, leur amortisseinent; 

Ko, poll voir dielectrique du vide. 


y est la partie reelle de 



; la partie iniaginaire fournit ie coefficient 


d’absorption. L'exprossion de la vitesse de groupe est assez compliquee, 
mais, lorsqu’on considere des valeurs co tres differentes de co^, c*est-a~dire 
lorsqu'on est loin de la bande d’absorption, on pent negliger les termes 
eh p,.et Ton obtient la relation 


(19) 


V , 4i:Ne'- w*- 

K —«=)"- 


(j) ^ (0«. 


U est d'autre part ais6 de calculer la density d’^nergie, pour une onde 
d’amplitude A ; il suffit de faire la somme des Energies 41 ectrique et magn6- 
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tique dll champ, puis des Energies cin<§tiqiie et potentielle des N r&ona- 
teurs ('). On forme ainsi Ki et la relation (i6) nous donhe 

, , V _Ki , 

Ui K,.m (u)? —w*)» + 4p»w’ 

Ky 5= partie reelle de K. 



Courbc U, vitesse de groupc. 


c 

—-. Combe 5, vitesse de signal, 

Courbe t/*, vitesse de transport de r^nergie. 
I^ig. a. 


^.tail des calculs, se reporter h la note annexe. I. 
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. y -r 

On vdit que les rapports ^ deviennent iSgaux si Von neglige les 

termes en p, ce qui signifie que Ton est loin de la zone d^ dispersion 
anomale. Dans cette zone, la vitesse U-i est k distinguer nettement. 

c c c c 

La figure ? montre I’allure des variations de-p;? dans la 

zone anorraale. S est la vitesse de signal indiqu^e au paragraphe 3; 
la definition de S est, ^ vrai dire, trfes imprecise dans la zone anormale 
et suivant la sensibilite du recepteur employe pour indiquer I’aiTivee du 
signal on trouverait toutes’ les valeurs comprises entre S et Ui. 

Revenons aux definitions relatives au rayonnement therroiquc. Nos 
formulas (4) k (7) etablies pour un milieu non dispersif, tel que le vide, 
sont k modifier. Nous ne pourrons pas trouver, comma en (4) ou (5), de 
relation gendrale entre la densite d'energie totale et I’intensite spdcifique 
totale, puisque K, Ki, Ui, V, sont fonctions de la frequence. II faudra done 
predser la frequence, que nous supposerbns comprise entre v et v + dv, 
ct ecrire 

(- 7 .Ills) p.;,,.dv dQ=^dv du. 

Dans le cas ofi le rayonnement est compietement diffuse, et le milieu 
isotrope, cette formula s’integre aisement en d U et donne 


1 4 It , , 

(6 his) Pv dv — /vw av. 

Par integration en v, on pourra trouver la densite d energie totale p et 
rintensite spedfique totale /. 

{5 his) p = dv = 41: dv I~ dv; 

aucune relation simple n’existe entre p et I. 

6, £misslbn et absorption. — Soit ev, le coefficient d’emission d’un corps, 
pour une frequence v (dv). Ce coefficient se ddfinit de U manide suivante : 
un volujne d-c du corps bmet, pendant un temps dit, d^ un angle solide 
dU, un rayonnement de frequence v (k dv prfis) dont I’dperjpe est 

(ai) 


d£ — «v dT d^ do dv. 
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Nous pouvons definir aussi les coefficients d'absorption av et de diffu¬ 
sion j 3 v pour le corps donne et une radiation de frequence v, 

Les relations suivantes servant de definition : 

Une. onde incidente de frequence v, d'intensit^ /v, qui traverse Ic 
corps sous une epaisseur d I subit une diminution, par absorption ct par 
diffusion, 

(22) d /v = — (av + pv) d/. 

L’onde incidente pent ^tre, par exemple, un rayonnement de frequence v 
(dv) dont ies directions soient comprises dans un angle solide d iL Soit 
Pvco la density d*energie de cette radiation; le corps prt^sente une sur¬ 
face, normale au rayon, dS et une dpaisseur dL L'^nergie absorbee par 
le corps dans un temps d^ s'ecrit, en tenant compte de (17 bis), 

(23) dEa^ [/iPvcj dT dv do d^ 
et r^nergie diffusee en tous sens 

(24) dE ,« pv Ui dT dv do di, 

dT est le volume dS dl de relement materiel considcre. 

On pourra definir aussi les coefficients d'emission E et d'absorption A 
pour une surface d S donn^e. Ces deux coefficients seront en g( 5 neral des 
fonctions de la frequence, de la temperature T, et de I'angle 'O du rayon 
avec la normale k la surface. Soit un rayonnement de frequence v (d v) 
dont les directions sont comprises dans un angle solide d il et font avec 
la normale a la surface un angle moyen 0. L'energie ^mise, dans ces condi¬ 
tions, en un temps d^ sera 

(21 bis) dEc = E (v, 9 ,r) dS dv da dt 

L'energie absorbee pour un rayonnement d'intchsite cn un temps df, 
sera 

(23 bis) dEa A (v, 6, J’) dS dv dfl di! 

= A (v, 0,2 ) Ui py(„ d 5 dv dU dif, 

6. Pouvoir 6missif du corps noir. — Lc pouvoir dmissif du corps noir se 
efinira, comine nous I’avons rappele au ddbut de ce chapitre, par I'inton- 
sit6 du rayonnement qui sort d'une enceinte isothermc, par une petite 
ouverture perefe dans la paroi* 

d S la surface de cette ouverture, et 


dS„ == dS cos 0 
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la valeur de la projection de d S sur une surface normale k la direction 
de rayon ^tudi'^e. 

L'^nergie de frequence v (dv) emise par la surface dS, dans un cdne infi- 
niment petit d il, dont la direction moyenne fait un angle 0 avec la nor¬ 
male k la surface est, pour un temps d i, 

(25) dEf == /vw dS„ dv do dl, 

/vto ^tant rintensit^ sp^cifique du rayonnement v dans Tenceinte. 

L'intensity sp^cifique repr^sente done le pouvoir dmissif du corps 

noir k la temperature T. 

7 , Lois cie Lambert et de Kirchhoff; ^nonc^. — Considerons une enceinte 
impermeable a la chaleur (refldchissante) contenant des parcelles matd- 
rielles queiconques, eu du rayonnement, et laissons T^quilibre thermique 
s*etabiir k Tintericur. L’etat d'entropie maximum se r^alisera, et le 
principe de Carnot permettra de d^montrer en toute 
rigueur certaines propri^tes da rayonnement ther- 
inique final. 

Loi de Lambert (^). — En chaque point, T^iergie 

{ 1 ) Cette prciuiOre loi csl prcsqxie 6vidente. 

Suppusous qu*en un point 0 I'inleiisite du laycxnnement de 
queuce V (d v) snit 

suivant une dnection Rt 
suivant une direction R*. 

Je preiidrai un S d'une surface absorbaiite pour la fre¬ 

quence V, ft je la disposerai dtrriere dcs diaphragmes convenablcs, 
D D' de fa<;on que seul un ra3»oii traversant dans I'axe ies ouver- 
tures des diaphragmes puisse tomber sur S. 

Soil Jiv Ic coeflident d’Emission de ce syst<iine pour la fr&iueuce v et la temp6rature T, 
que jc suppose uuifonne dans reuccinte. 

Plac6 normalemcnt cn face du rayon Ri, le syst^mc revolt en un temps df une iSnergie 
Ea, qu'il absorbe 

= S d/, 

xl i-met pendant cc temps une diergie 

Ee « Ev S df. 

II doit y avoir 6quilibre, tous Ies corps 6tant A la niSuie temperature; ced exige 

Tmiisportons iiotx'e syst^me absorbant en face du rayon R* nous devons pouvoir ^edre 
de mfime I’^quilibre 

Comme Ev n’a pas changd, <11 faut n^cessairemeut que Ton ait 

On d^montrerait ais^ment i'£galit6 d’iutensit^ pour Ies deux polarisations possibles sur 
Un rayon, il sii?flirait de supposer un analyseur plac^ entre les deux diaphragmes du sys- 
t^me absorbant et dc r^p^ter le raisonnement d-dessus pour deux orientations de Van^yseur. 
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rayonnante est compl^tement diffusee; Tintensitd sp« 5 cifique est ia m^me 
pour toutes les directions de rayons. L’intensitd spdcifique est ia m6me 
pour les deux polarisations possibles sur un m^me rayon. Cette loi 
conduit k adniettre, pour le corps noir, un pouvoir ernissif variant eornme 
cos 0, ainsi que le rnontrent les formules dti paragraphe precddent, si Ton 
y considere I comrne independant de 0. 

2 ^ Loi des viiesses. — Kirchhoff. — Dans un milieu non homogdne^ 
I'intensite spdcifique Jv d'une radiation de frequence v (d v) a temperature 
T est, eu cliaque point, fonction de la valeur de la vitesse de propagation 
V de la iumiere en ce point, 

Kirchhoff demontre que le produit /y est une fonction universeile 
de V et r, fonction bti n'entrent plus les propridtds particulidres de chaque 
milieu. 

J'appelie <l> cette fonction et j'dcris 




d’oli 


(26) Pv=[^^<I>(v,T) 


F, vitesse de phase; 
£ 7 i, vitesse de Tenergie. 


Nous exposerons un peu plus loin une ddmonstration de cette loi. Dans 
Tdnoncd que Ton en donne ordinairement, on confond les vitesses de 
phase et d'dnergie; j'ai rappele plus haut la ndcessitd cle disiinguer 
entrc ces deux vitesses dans ies milieux dispersifs. 

Prcnons un milieu a temperature T et soieiit sv, son coeflicient d'crnis- 
sion; av, son coeificieiit d'absorption pour la frequence v, nous pouvons 

afflrmer que le rapport ~ de ces deux coefficients est ^‘gal au pouvoir 

Ernissif du corps noir pour cette frequence et cette temp^i’ature. 

( 27 ) ^;=/v=~<i>(v.j). 

Cette loi s'obtient imra^diatement en ecrivant que le corps donu^, plac^ 
dans une enceinte & temperature T, absorbe en un temps d t autant d'energie, 
de frequence v, qu'il en emet [voir formules (21) et (23)]. 

De meme, pour les coefficients EetA relatifs i une surface rayonnante 
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•(frequence v, polarisation, angle d'inddence 6, et temperature T donnes)f 
on trouvera 

{27 

8. Bemonstratioil de la loi de Klrehhoff. — Reprenons done la demons* 
tiation de la seconde loi, due k Kirchhoff; il sufiit de faire la verification 
dans le cas d’une surface de separation provoquant une refraction; le 
resuUat se generalisera pour un nombre quelconque de refractions. 

Considerons une surface S S qui s6pare deux milieux, dans lesquels les 
vitesses de propagation sent Vi et Fs. 

Un rayon RiO tombant au point 0 sur la surface SS est partiellement 



r<^flechi et refracte. Soit r, ie coufticient de reflexion pour ce rayon, dont 
jc suppose connus exactemenl Tangle d^inciderice Oj, la polarisation et la 
frequence. 

Soit ri le coefficient de riSliexion de la surface, pour un rayon Ra 0 pro- 
venant du second milieu, sous Tangle 62 correspondant i Oj, avec m^me 
polarisation et m6me frequence. 

Le rayon r^fract <5 provenant de Rs 0 et le rayon rdfleSchi provenant de 
RjO se superposent exactement suivant le rayon commun OR, 

Si r^quilibre de temperature est attdnt, les deux rayons Ri O et O R 
doivent avoir mdme, intensity spfipifique /<v- Nous allons.^crire en detail 
cette condition*.L'dnergie transmi^e par un fltoent dc; de la suris^ce SS 
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dans la direction OR (ou plut6t dans un cone infiniment petit, d'angle 
'solide dw, autour de OR) est^ en un temps 

d^= /iv dv cosOj d(7 dj5 dw. 

Je definirai Tangle solide dw ; 

I® par mie variation infiniment petite d Oi de Tangle Oi; 

par une rotation, d\m angle d'fi, de tout le plan de la figure autour 
de la normale ON comme axe. J'ai done 

d(Oj = sinOi dOi dj?i. 

L'energie dg provient de deux causes : 

I® De la reflexion partielle du rayon Ri O. La portion d'dnergie ainsi 
fournie vaut 

d(?j = ri /iv dv cos 01 da dt dwj. 


2® De la refraction du rayon R^O. 

Le rayon Ra 0 apporte sur la surface d c une dnergie qui a, pour un 
temps d /, la valeur 

li., dv cosOa dc d/ dw.:. 

De cette energie, une fraction est rdflechie et une fraction i — r-2 pdnetre 
dans le premier milieu. La contribution du rayon refracte est done 

= (i — n) /dv dv cosOd d<7 dl dto-j. 

ficrivons done la relation 

dQ^dQ^ + dQ,. 

ct nous trouvons ' 

(i — ri) cosOi dwi=(l — fd)/3v cosOj} dcoa 


u 

/] V _ I — fi cosOgdcu-j 
/a"v ^ cos 01 dwi' 

Calculons la valeur du rapport qui figure au second membre. Les angles 
, Od se correspondant par refraction, nous avons 
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Les angles soUdes. d et d < 05 ? doivent onssi se correspondre. La refraction 

laissant Tangle 9 inchange, nous avons 


<?i 93 

d _ si n 6 ^ d % 
droi" sinQi dOi* 

D'oh 

cos Oii dwa _ sin Os c os Og d Qg _ d sin 6 a __ fV^Y 
cos,Gido)i sm'Oi cosO* dOi Vi dsinOi\Fi/.* 

Nons trouvons done finalement 


(j»8) 


I'v _ I — r? fViV 

/,v J-rAvJ' 


Itv V* 

I..e rapport j —est w^e constante, inddpendnnte de la polarisation, 

J - fa 

et de Tangle d’incidence; il f^nt done quele rapport cons¬ 

tant. Or, pour Tineidenre nnrm.ale, nons a^^ons r{ ^ r?. La v?1pur constante 
du rapport est done t. 

Et nous trouvons 


(20) 


/,v 7 ?=/ivF| 
Ti = fs. 


La premiere relation donne bien la loi de Kirchhoff telle que nous Tavions 
^noncee. 

Nous trouvons, par la deuxieme relation, que les potivoirs r^flecteurs 
sont dgaux pour les deux rayons correspondarts. CVst im cas particiilier 
d'une r^gle gen^rale e^nonc^e par Hehuboltz ('). I^a perte d^ntensit^ qu*un 
rayon (d’intensit^, de conleur ft do polarisation donn^^es) subit. sur nn 
certain trajet, -ponr des causes quelconqnes (reflexions, refractions, absorp¬ 
tion, diffusion, etc.) est rigonrensement (^.gale k la perte d'intensit^ que 
subit, .sur le m<^me parcours, un rayon do sens inverse (ayant mtoe couleur, 
m^me polarisation). 

J'a? donn^, dans un autre travail ("), divers exemdles de g^n^raJisation 
de ces rdsultats; j*( 5 tndiaTs comment, dans certaines conditions* des 

(1) Handbii-ch der physiologischen OpUh, Leipzig, lyeop, Voss, p, 169, 

( 2 ) 1^4 BT?xti.ouiN. Th^se. ThA>r#e deft solldes et les quanta, Ann, Be. Nerm. Sup.^ 

87 {X920), pp. 555>-459* Voir chap, III et IV, 
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rayonnements electromagnetiques peuvent engehdrer des radiations elas- 
tiques, et r&iproquement. On pent etendre au cas de ces transformations 
la loi de Kirchhoff, et la regie d’Helmholtz rappelees id. 

ft Press! on de radiation. — Pour continuer Petude des propriety du 
rayonnement noir, et exposer les lois de Stefan et de Wien, nous devrons 
tout d'abord rappeler la notion de pression de radiation. 

On demontre en electromagnetisme qu'un rayon lumineux tombant, 
dans le vide, normalement sur un miroir exerce sur ce dernier une pression 

/X .2/ 

(30) = -y- = 2 p, 

/, etant Pintensite' du rayon incident ; 

V, sa Vitesse de propagation ; 
p, sa densite d*energie. 

L'emission ou I'absorption d un rayonnement, de densite ^d'energie p 
mettent en jeu une pression 

/) = p 

dirigfe 

t a remission, *en sens inverse du sens de propagation du rayon ; 
j k Tabsorption, dans le sens de propagation du rayon. 

Lors de la reflexion d’une ondc plane, sur un miroir, sous une incidence 
) quelconque, la pression de radiation a pour valeur 

(31) f) === 2 p cos2 0. 

Lorsqu'une enceinte renferme du rayonnement completement diffuse, 
lont la densite d'energie totale, pour toutes les directions de rayons, est p, 
'action exercec surges parois de I’enceinte est toujours une pression nor- 
nale, dont la valeur est 

{32) 

o 

Cette derniere formule s'obtient a partir des precedentes, en faisant les 
loyennes relatives k toutes l<?s incidences 6 ; elle est applicable dans tous 
js cas, que la paroi soit un miroir parfait ou qu'elle soit une surface 
mettant et absorbant du rayonnement. 

Ces resultats sont valables sculement dans le vide ; Jorsque Tonde se 
lupage dans un milieu materiel, on obtient, pour la pression sur un miroir 
5 flechissant une expression assez compliquec, qiii d< 5 pend de Tangle d'inci- 
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dence 0 et de la polarisation. Les formules se simplifient pour un rayonne- 
ment complfetement diffuse, et I’on trouve alors 


( 33 ) 



dlogV \ 
dlogd J 


d, density du milieu ; V, vitesse de phase ; U, vitesse de groupe, p d v etant 
la densite d'energie des radiations de toutes directions et de frequence v 
d V pr^s). 

J'ai donne (^) des demonstrations tr^s generales deces formules. 


10. Lol de Stefan et Boltzmann. — La loi de Stefan-Boltzmann est rela¬ 
tive k la variation du pouvoir ^missif total (pour toutes frequences) du 
corps noir, lorsque la temperature varie. 

Nous introduirons la notion de temperature par sa definition thermo- 
dynamique classique, en ecrivant que Tentropie est une differentielle exacte* 
Soit une enceinte vide, de volume t, contenant du rayonnement ther- 
mique k temperature T. Cette enceinte pourra, par exemple, etre un cylindre 
refiechissant, avec un piston reflechissant mobile. Nous allons effectuer 
une petite transformation elementaire, consistant 
en une dilatation infiniment petite d t 
et en une variation de temperature d T, 

J^appelle p la densite totale d’energie du rayonnement contenu dans le 
volume T. 

Le travail des pressions de radiations, lors de la dilatation d t est donne 
par 

d‘® = jpdT. 


La variation d’^nergie interne du systfeme est 


(34) dl 7 = pdT + T-||rdr. 

Formons la variation d’entropie 


( 35 ) 


i.c,iv+«_44.a,+^|fa7. 


3 T 


(i) L. Brillooin, These, loc. ciL, chap. V. 

Journ. de t. 6 (1925), p. 337 * 

Ann, de Phys., t. 4 p. 528. 

Physica, num6ro jubilaire de Lorentz (i 925 )' 
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ficrivons que la variation d’entropie dS est nne diff^rentielle exacte. 
Ced nous donne la relation 


(36) 

d'oii 



== 4 P. 


p = « r*. 


Nous aurions de mdme, pour le pouvoir dmissif total I du corps noir, 
une expression de la forme. 

(37) I = AT*, d = d'aprte (5'). 

Les mesures ont bien verifi^ cette loi de variation; les valeurs trouvecs 
pour ou ^ par les experimentateurs sont les suivantes 

Kurlbaum: A = 1,69 lo'"'* a = 7,06 

F^ry : A = 1,98 10“*^ C. G. S. c? = 8,4 io“^® C. G. S. 

Nous pouvons, des expressions ci-dessus, deduire quelle sera la loi de 
dilatation adiabatique du rayonnernent noir. II nous sufifit d'teire que la 
variation d’entropie d 5 de la formule (35) est nulle, et de remplacer 
p par I'expression a T*. 

Nous trouvons alors la relation 


(38) 


ce qui donne 

(39) 


4 p 
3 2 


r^dT +J If dr=o 


I dT dr . 

3 V ^ r ““ ^ 


T r* == c'*^. 


L’exposant 4 dans la loi de Stefan provient directement du coefficient 


^ dans la loi de pression. Dans un de ses premiers articles sur les pressions 

de radiation, lord Rayleigh remarquait qu'une loi ^ ^ p conduirait h. 

n 




En realite, il est tres difficile de reproduire le raisonnement pour un 
milieu materiel dans lequel la loi de pression est donnee par (33); ceci 
tient tout d’abord au fait que, la vitesse de propagation dependant de 
la frequence, on ne peut raisonner sur le rayonnernent total, sans tenir 
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coniptc de la loi de repartition entre les divcrses regions du spectre. Si 
Ton suppose un milieu materiel non dispersif, pour lequel 17 — F, il roste 

, D loff 

encore a temr conipte du terme Ce cas se presente lorsqu un t*Aa- 


nuiie I’extcnsion des lois du rayoimement thermique a i'e^tude cicj pro- 
prii 5 t<Ss thermiques des solides. La loi de Stefan sc trouve aiors reinpiacee, 
comrne jc Tai montreS autre part (‘), par une loi de conespondunce, iaisaiit 
intervenir pour chaque corps une tempi^ratui'e caracteristique de r&erence, 
ct Ton retrouve la th^orie des chaieurs specifiques de Debye. 


(i) Ty. Bkillouin. These, loc, ciL, diap. VI. 


CHAPITRE II 


RADIATION ISOTHERME ET ENERGIE B*UN RESONATEUR 
LOI DE WIEN 


1 . Form^ale g^a^rale. — Le probleme de la repartition de T^nergie dans 
ie spectre, pour les radiations isothermes, est intimement 116 k l'6tude de 
r^nergie moyenne que prend un r6sonateur k une temperature donn6e. Je 
rappellerai ici les divers types de raisonnements 6tablis k ce Sujet, et qui 
aboutissent tous k la formule suivante 

(1) P (v, T) dv = dv 

oil p (v, T) d V est la densite d'energie, k tempSrature T, des radiations 
completernent diffus6es, de frequence v (k d v prks); V est la vitesse de 
phase dans ie milieu consid^r6; t/i, la vitesse de transport de r6nergle; 
Wv represente Tenergie moyenne prise, k la temperature T, par un t6so- 
nateur de frequence v. 

Toutes les demonstrations reposent sur les lois classiques de l’ 61 ectro« 
magn^cisme; mais eiies pennettent de d6finir des types tr6s varies de 
r^sonateurs, et de montrer que la formule ci'-dessus est absolument g6n6- 
raie, et ne depend en aucuiie fa^ou de la structure m6me du vibrateur consi- 
der6. Ce resultat est tres important pour le d6veloppement ult6rieur des 
theories, et c'est pourquoi j'insisterai un peu sur ce point. 

Dans I’esprit de leurs auteurs, les raisonnements pr6sent6s conduisaient 
k la loi de Rayleigh. II suffit en effet d'introduire les hypotheses classiques 
de probabilite pour conclure a Tequipartition de Fenergie entre les divers 
degr^s de liberty; chaque vibrateur prend alors une 6nergie moyenne 

( 2 ) u, 

ce qui donne la fonnule de Rayleigh 

8icv*Ar , 


p (v, T) dv 
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Mais toutes les demonstrations sont, en realite, indt^pcndantes de cette 
hypothese complementaire, et s'adaptent aussi bien k des theories 
differentes, tfelles que celle des quanta. 

J*ai presents ces raisonnements dans Tordre historique, en com-* 
men^ant par celui de Planck, qu'il me semble interessant de rappeler, 
malgre ses defauts. Les nouvelles theories du rayonnement, qu*ela- 
borent Heisenberg et Pauli, respectent la formule (i), et visent 
seulement k developper une theorie des champs continus qui 
contienne les conditions de quanta, tandis que dans nos raisonne¬ 
ments les quanta viennent se superppser a la theorie classique 
des champ.s. 

Les formulcs ont ete, en gentVal, etablies pour la densite d’energie ther- 
raique dans le vide ; Ic coelhciont —y : do notro fornmlo se reduit alors k 

Je montrcrai comment tons les modes de raisonncment se generalisent 
c 

pour un milieu dispcrsif quelconquc ct aboutissont, par des voies diverses, 

k justifier Texpression cn ^“^1.; nous troiiverons done la une verification 

de la loi de Kirchhoff enoncee au chapitre precedent. Cette extension est 
rendue possible grace aux definitions que nous avons precisees au § 3, 
chapitre premict. 


2. R6sonateur de Planck, dans le vide. — Le ly})e le plus simple de vibra- 
teur est celui qu‘a etudie Planck; il se compose d'unc particule electrisee 
de charge e, de masse in, attiree par un centre fixe proportionnellement 
a la distance. Cette particule raj’^onne suivant les lois classiques, I’encrgie 
dissipec dtant proportionnelle au carre de racceleration, ce qui provoque 
un certain amortissement des vibrations; Lorontz a montre que la force 
amortissante qui en resultc sur le vibratcur place dans le vide, est dc la 
forme 


( 4 ) 


2 e 

3 €■' 


S 9 


s ^tant le deplacement de la charge (§lectrique et a' sa deriv^e troisieme 
par rapport au temps. 

Cette force / est analogue a une force visqueuse 


( 5 ). 




w 


’"*3 


siw« est la pulsation propre du rdsonateur et K la const ante di^lectrique 
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du vide; les deux expressions ne sont pas rigoureusement ^quivalentes, 
puisque le resonateur pent prendre des mouvements forces, avec des pul¬ 
sations diff^rentes de en realitd, I'amortissement ^lectromagndtique 
du vibrateur est extr^mement faible; il ne vibre que pour des frequences 
tires voisines de la sienne, et Ton peut indifferemment employer les expres¬ 
sions (4) ou {5). 

L’equation de mouvement s'ecrit alors 


( 6 ) 


m s ==- 




s ■i’ e h, 


h 6tant le champ electrique. II est ais^ de calculef i’^nergie prise par le 
vibrateur sous Taction d’un champ dlectrique dirigd suivant Ox et de 
frequence v 

/jj; == /! e * ^' to = 2 Tc V, 


Sans insistcr sur ces calculs, nousen donnerons le resultat; Tenergie a 
pour valeur 

'7) ^ (i>i\ — 0 )’)* + to* Z£;- 

Nous supposerons que le champ electrique est du k des radiations comple- 
tement diffusees; les carres inoyens des composantes du champ electrique 
suivant chaque axe sont done toutes trois egales au tiers du carr^ du 
champ electrique total, de telle sorte que Ton peut ecrire 


( 8 ) 


? = A? = ^ h\ 


L*energie fiectrique est k, ^ par centimetre cube, et Tenergie mngne- 

tique attaint une valeur egale; nous identificrons ia soniine de ces doux 
termes avec la densite d’energie p d v des rayonnements therniiquos, cc qui 
donne . * 


( 9 ) 


41: 


p(v)dv = 


2 t: 


41 . 

4 * 


Nous supposerons, d’autre part, qu’aucunc relation n'existe entref les 
phases des radiations de periodes diff^'entqs, de sorte qiToii pout obtonir 
Tenergie totale du vibrateur cn faisant la somme des energies cominu- 
niqu^es par les ondes dc diverses frequences 






m (w* + V) e- 


p(Jio '^dw = 2Trdv. 
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Potir efiectuer rintegration, on reniarque que le coef&cient d'amortisse- 
meiit w ^tant tr^ faible, les setiles valeurs de la pulsation {w =s 2 tc v) 
qui dorment une contribution importante sont celies qtii sont tr^s voisines 
de la pulsation propre Wo; ceci perrnet de faire sortir p du signe somme, en 
lui donnant la valeur nioyenne p (vo) et d'effectuer quelques siniplifica- 
tioiis. On aboutit ainsi, tons calculs faits^ i 

(10) 

substituant la valeur de w indiquee plus haut (5) on trouve 

‘ir* 

c'est bieii la fonnule que nous avions annonc^e. 

3 . Extension aux milieux rnatkiels. — Discussion. — Dans un miluu 
materiel sans dispersion, il faudrait remplacer ko par ia valeur K de la 
constante di<^ectrique, et c, par ia vitesse V de la luniiere dans le milieu 
consid^re; la formule finale se trouve affectee seulenient par la substitu¬ 
tion de ^ c. 

Dans un milieu dispersif, tel que les milieux optiques naturels, nous avons 
pr^cis6 les definitions quil convient d'adopter (ch. 1 , § 3). Les champs 
^lectrique et magn^tique produits par le resonateur out les mtoes valeurs 
que dans un milieu non dispersif de m^me indice. L'^nergie dissipee par le 
vibrateur en une seconde sera aussi la mfime, car nous avons vu que Tinten- 
sile d'une onde (energie transportee) a une expression invariante. Le coeffi¬ 
cient d'amortissement w garde done m^me valeur. 

II n*en est pas de m^me de la density d'energie p; nous avons ^tabli 
la relation 

Kth' _V Kh^ 

P 8 * "■ I7t 8 It ’ 

nous aboutissons doiic ila formule tout k fait g^n^rale 

Ui r* 

( 13 ) 8^pv. 

Cette d&nonstraiion fondamentale a fait Tubjet de discussions trbs 
approfondies; j’ai rappels ieWe ralsonnement le plus simple que I’on puisse 
donner. Certains auteurs ont voulu pr^ciser dayantage les hypotheses 
■ faites sur la nature du rayonnement. Les ordres de grandeur deti approxi-' 
mations ont aussi ^tfdiscut&detrfes prSs. Sans voidoirentrer dans ce detail. 

' . ■. 1 . i' .V. . 
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i'indiquerai qull est indispensable, pour que ia demonstration soil valable, 
qu'ii n'existe aucuiie relation entre ies phases des ondes de diverses fre¬ 
quences qui cornposcnt le layoiuienient tiiennique. On supposera done la 
radiation v cumposee de trains d'onde coinprejaant an grand nombie d*oscil- 
lations, nnus sans auciine relation entre ies phases des trains d’onde 
successiis. Ccs hypotheses sont cedes que Ton est toujours amene k iiitro- 
duire, eji opiique, au sujet de la lurni^re naturelle {*). Un postulat non 
nioirjs important consiste a afiirmer ihndependance entre les radiations de 
differentes directions, et Tegale dihusign des rayomiements dans des 
angles soiidcs d'orientation queiconque. 

Nous pouvoris remarquer It r6ie joue par la valeur exacte du coefficient 
d'arnortissement vc'. On poiirrait craindre que notre resultat lie soit fauss6 
si d'autres causes d'amortissernent devaient intervenir. La molecule, placde 
dans un milieu solide ou liquide pourra rayonner des ondes dastiques, 
d*ou une dissipation particuliere d'energie ; des molecules gazeuses re9oivent 
• des chocs d’autres molecules; la vibration est alors troublee, et Lorentz 
a montre que ces chocs jouent un role analogue k un amortissernent. En 
realite, toutes ces occasions de dissipation ne modifieront en rien le 
resultat final; car k chaque cause d*amortissement correspond une possi- 
bilite d^entretien des oscillations; les chocs entre molecules peuvent aussi 
bien fournir que dissiper Tenergie vibratoire des 'molecules gazeuses. Les 
molecules d'un solide einetleiit des radiations ^lastiques, rnais sont aussi 
mises ’en mouvement par les ondes ^lastiques thermiques qui constituent 
Tagitation thermique du corps solide. Toutes les lois que i'on pent mener 
le calcul jusqu'au bout, on aboutit au resultat indique, et ce fait n*est pas 


(i) Parml les Ires uojnbrv:ii?i: travaux sur cl-s riUCsstiuus, les priiicipaux me semblent 
€tre les suivanls : 

■ H- Planck, Acht VorlcHnn^m u,>er tJicoraische I'/iysik^ ciiajL V ; Ann. der Phys.^ 4 (1921), 
p. 556; Wdrme Sirahinn-^, ‘t, ciiup. T, p. 14.5-109 (J.-A. Uartli, Leipzig, 1921). 

J.-H. Jeans. Report on nmitUion and Quaninm theory^ pl). {Phys. Soc., lyon- 

don, 1914). 

H.-A. I^ouENTZ. Les iluories statistigues en tkennodynamique. — Conferences fatten au 
ColUge de France en nov. 1912 (B. G. Teubner, I^eipzig, 1916), 11. 61-67 et note vir. 

Sur Ies forniales dc radiatioii isoilienne dans uu milieu dispersif, on lira les Ir6s instructives 
remarquts de : 

M. I/AUE. Atm, Ucr Phys.t IS 1x905), 123-566, Ji aboutit h la conclusion que la vitesse 
de r&iergie est egaifc a la vitesse ae groupe, saui dans la zone dc dispersion anomalc, od 
ses definitions tombeut en defaut. Nous avons inoiitre comment on pouvait lever cette diffi¬ 
culty 

E. Krei'SCHMAnn. Ann. Uer Fbys. 65 (1921), 310-334. Zeiischr. f. Phys.^B 77. 

Cet auteur iiisiste sur les couditious d’inaependance de ptiase entre les radiations de 
diverses frequences; il conclut k un leger ecart vis-^-vis de notre foimule (i). Mnia son 
procM6 de decamposilion des raclia Lions, od des ondes infiniment courtes (ondes de choc) 
jo.ueut le role principal, nc xne pamit pas Tabri de toutes critiques. I^es analyses de Planck 
et Jeans me semblent plus conectes. 
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du k unc coiiicidehce fortuite. L'energie prise par un vibrateur k tempe¬ 
rature donn^e a une signilBcation absolue, et ne depend pas des circonstances 
particulieres suivant lesquelles le r^sonateur Change de Tenergie avec son 
entourage. II serait inconcevable, au point de vue thermod5mamique, qu*un 
m^me vibrateur, suivant les corps avec lesquels il se trouverait en contact, 
puisse poss^der, k une m@me temperature, des energies moyefines diffe- 
rentes, 

4. R^sonateur quelconque. — Ces raisonnemcnts peuvent se transposer 
pour un syst^me vibrant tout k fait quelconque, par exemple, pour une 
vibration propre (de frequence v), d'un. corps materiel de forme quel¬ 
conque. Je ne puis mieux faire que de citer • sur ce point, et presque 
textuellement, les remarques de H.-A. Lorentz ('). 

« Soit M un corps place dans un espace rempli de rayonnemeiit isotherme, 
dont le corps cst penetre conime Test un corps diathcrmane. Toutes ses par- 
ticules vibrent alors et elles emcttent a leur tour un raj^onnement, qui donne 
lieu a un amortissement des vibrations propres du systeme. On peut done 
se deinander, comme pour le r^sonateur dc Planck, quelle sera la relation 
entre Tencrgic des vibrations excitees dans le corps et I’energie du rayon- 
nement thermique environnant. Pour que la theorie precedente .soit trans- 
posable, il faut choisir des circonstances tclles que Tamortissement des 
oscillations propres soit tr^s faible. On peut imaginer que Ton procMe de 
la mani^jrc suivantc : entourons Ic corps M d’line enceinte C, exactement 
appliquee sur lui et reflechissante sur les deux faces. Tout d abord cette 
enceinte est suppos^e entierement fermee, de sorte qu*il n'y a aucune commu¬ 
nication entre Ic corps M et le rayonnement thermique extdrieur. Dans ccs 
conditions chacune des particules vibrantes n'eprouve dans son mouvement 
aucune resistance. Tc systeme execute des vibrations propres non amorties 
qui correspondent k scs divers degres dc liberte, pour chacun desquels 
existe une periodc vibratoire bien d($tcrminee. Supposons maintenant que 
Ton fasse un petit trou dans I'enccinte C. Aussitot ramortissement des 
vibrations propres commence, par I'effet du rayonnement vers I'extcSrieur. 
Mais si le iron est assez petit, cet amortissement est tr^s faible. D'autre 
part, en mdme temps que les degres de liberte rayonnent vers I'ext^rieur, le 
rayonnement extdrieur penetre dans le corps M et le met en vibrations, de 
sorte que T^tat de regime qui ne tarde pas k s'^tablir cst un 6tat de vibra- 
iions forc^es, comme dans le cas du rfeonateur lindaire, et Von peut d^mon- 


{t) Les ihiories $taiistiqu<$ en thermodyH/mique, Coni^rcuccs au CoUdge dc Etaace,p. 66. 
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trer que Tenergie correspondant k chaque degr6 de liberte aura maintenant 
la valeur mtoe que nous avons trouvde ppur ce r&onateur lin^aire. » 

Cette demonstration, d'ailleqrs assez delicate, est donnde par Tauteur dan& 
la note VII {loc. ciU, p, 100-112). II nous est facile de g^neraliser encore ce 
resultat, de la maniere suivante: consid^rons I'enceinte C dont il est question 
plus haut, et supposons qu'elle contienne de moins en moins de matidre,. 
nosraisonnementss*appliqueront ton jours; mais si I'enceinte est entierement 
vide, elle est encore capable de vibrer. Un r^sonateur acoustique de 
Helmholtz a une frequence propre bien d^termin^e, due aux interferences 
entre les ondes r^fiechies par sa paroi; il se comporte comme un degr^ de 
liberty de frequence v ; de m^^me, notre enceinte vide, dans laquelle la 
lumiere pent se propager et se reflechir sur les parois, possedera des fr^-* 
quences caract^ristiques ; ces frequences seront ceUes du mode principal 
de vibration, et de tons les modes d'ordre 6 leyi, qui peuvent prendre nais* 
sance dans I'enceinte; sous chacun de ces modes de vibration I'enceinte 
vide constitue un resonate ar clectromagn^tique, et notre formule (i) lui 
est applicable. 

5 . Frequences propres d’une enceinte denude. —Nous pourrons reprendre* 
ces resultats sous une autre forme. Nous chercherons les vibrations propres. 
dune enceinte a parois reflechissantes et nous ddnombreronscelles-dont les 
frequences soiit comprises entre v et v + d v. Jeans a donnd un calcul 
tres complet, dont je rappellerai le principe, et qui permet de faire cette 
Evaluation, On constate que le nombre de frequences propres; comprises, 
entre v et y + d v, devient indEpendant de la forme mdme de I'enceinte, 
si Ton considEre des frEquences v tres ElevEes, e'est-a-dire telles que la 
longueur d'onde X.correspondante soit infiniment petite devant les dimen¬ 
sions de I'enceinte. Jeans (^) a fait le calcul pour une enceinte en forme de- 
parallElEpipede rectangle; Debye a etabli, au moyen des fonctions sphE- 
riques, un raisonnement semblable pour. une enceinte sphErique; leurs 
resultats concordent, pour les hautes frEquences, et se rEsument par la. 
formule 

(14) = 

d dl, nombre des vibrations propres de frEquence v (dv) ; 

U, vitesse de groupe; 

'i) H. Jeans. Phil, Mag.j 10 (1905), p. 91; 

P. Debve. Ann, der^ Phys. 89 (19x2), P- ; 

H. Weyl. Math, Ann., 71 C1911), p. 1213. 
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V, vitesse de phase des ondes ^lectromagn^tiqiies dansle milieu trans¬ 
parent qui remplit I'enceinte; 

0, volume de Tencemte. 

II est facile de voir que cette formule nous ram^ne presque exaqtement 
i celle que nous avons 6tablie aux paragraphes pr^c^dents. Si bhaque. 
degr^ de liberty de frequence v prend une bnergie Wv, Tenergie de frequence v 


z 



5 . 


contenue dans tout le volume 0 sera tcj d 01 , et la density d'6iergie p (v) aura 
pour expression 



p (v)dv = 


Uy) d ^6 

~w^ 


Uw d V. 


Nous sommes done ramenfe, par une voie inverse de celle. suivie Hang 
nos pr^c^dents raisonnements, i une formule presque identique. La seule 
difference entre les formules (i*) et (15) est la substitution de U (vitesse 
de groupe) k Ut (vitesse d’^nergie). Nous avons vu que U se confond avec 
Ui pour, toutes les frequences, sauf dans la zone de dispersion anomale; 
or le raisonnement de Jeans, qui conduit k la formule (14) cesse d’etre 
valable dans cette region; la presence des doublets qui constituent le 
tnilieu refringent et la forte. absorption, rendent alors inapplicable les 
dvaluations de frequences propres. La forfmile (i) constitue done le resul- 
tat valable en toute generalite. 
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6. CatenI des ylbraHons propros dn paraU^idpipdde rectangle. — Je vais 
rappeler, sous une forme aussi ample que possible, le prindpe du rairan- 
nement de Jeans. Conslddrons un paraU414pipMe rectangle dont les cdt& 
ont pour longueurs : fj, suivantO*; fc, suivant Oy; Is, suivant Oz. 
Nous supppserons que le volume Q = I, I 3 est Kmit4 pax une parol rdfld- 
chissante parfaite; 11 nous faut cherchCr les modes propres de vibration. 
Par analogie avec les r^sultats classiques sur les tuyaux acoustiques, nous 
savons que la vibration fondamentale correspond k un ventre an milieu 
du volume, avec noeuds sur la surface limite. Mais nous pourrons avoir 
aussi un ou plusieurs noeuds sur chaque arfite, ce qui nous donnera les 



Pig. 6. 


vibrations d'ordre supdrieur. Considdrons un vecteur O R, dirig4 suivant 
le ra 3 mtt lumineux, et dont la longueur soit dgale k I'unitd, il a pour 
composantes k, y, 

a’ + p* + y’ = 1; 

■ 

Pi Y> sont les cosinus directeurs du rayon. Par reflexions sur les difie- 
rentds faces, ce vectem: se transformers en ses 8 diffdrentes images vues 
dans ces miroirs; leurs composantes seront 

±«. ±Pi ±YJ 

soit X la longueur d’onde.. . 

Examinons tout d'nbord I’effet d’une rdflexion sur le plan y Or; par suite 
des interferences entre les ondes incidente et rdfldcbte, des oscillations station- 
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naures vont prendre naissance. Une grandeur (champ magndtique suivant 
0 X, par exemple), qiii s'annule sur le plan r^fl&hissant, pr&entera une 
s^rie de plans nodaux en 

X = ni ~ npmbre entier quelconque. 

La figure 6 donne imm^diatement ce r&ultat. Les ondes incidente 
et reflechie interfdrent au point A, dont la distance au miroir est 


2 cos 0 2a 

Si Ton veut que cct ^tat vibratoire soit stable entre deux plans r^fl^- 
chissants x = o et x ^ /(,ilfaudra que le second plan coincide avec un des 
plans nodaux, ce qui donne la condition 




Hi, entier. 


j^es reflexions sur les plans perpendiculaires k Oy et Oz donneront lieu 
k des phenomfenes analogues, les plans nodaux correspondants etant 


un etat vibratoire stable dans le parall 61 epip 6 de s’obtiehdra, en ^crivaqt 
les conditions 


(i6 6ts) 


h — 


. fi’i 


Ce r^*seau parallelepipedique d'ondes stationnaires est caract^ris^ par 
trois nombres entiers Wi, n?, ws, qui repr^sentent le nombre des points 
nodaux sur chacunc des arfites. Les grandeurs ^lectrique et magn^tique 
prennent alors un des aspects suivants 

cos I tnix cos ) ir^gy cos ) 

sin 5 h sin ) h sin j h 


Lorsqu'on forme le syst^me des valeurs des champs flectrique et magn^- 
tique de ce mode de vibration, on trouve deux solutions possibles; ces 
solutions correspondent aux deux polarisations po^ibles, perpendiculaires 
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intre elles et perpendiculaires au rayon lumineux («, p, y)- Chaque S 3 ret&tne 
le valeurs entifires «i, «*, ns, nous foumira done deux vibrations propres 
le frequence v. 

Pour -trouver v, ii nous suffit d’dlever au carr^ les trois Equations (i6), 
t de les ajouter, en tenant compte de la condition a* -f- p* + y’ = i; nous 
tbtenons alors la relation 


(17) 


i=f Y + f—Y + r^Y • 


Comment pourrons-nous ^valuer le noffthye de frequences propres comprises 
Hire deux Umiies voisines v, v .+ d v. Un petit artifice de raisonnement 
lous foumira la solution. 



7. Btooml)rement des vibrations propres de trdquenee donnde. — Prenons 
:ois axes de coordonn^es rectangulaires O 5 v] C et reportons dans ce sys- 
^me. de r^f^rence les points de coordonndes. 

(18) 5 ^Tl^ 

Ces points forment un reseau regulier; le nombre de points par unit^ de 
olume etant 

8 === 8 /* /a* 
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La condition (17) repr&ente nne surface splierique dans I’espace C; 
cette sphere ayant un rayon 

(19) 

A une variation d v de la frequence 
rayon r 

(20) df = d^ = -^dv; 

[7 ^tant la vitesse de groupe. 

Si le rayon r est suffisamment grand, devant les distances ^ ^ t 

des points du reseau entre eux, nous pourrons evaluer le nombre de points 
compris entre les calottes sph6riques de rayons r et r + d r par une m6thode 
approchee; le volume de la couche comprise entre les deux calottes est 

(21) 4 ir dr = 4 TT d V 

Mais seules les valeurs positives de S, nous interessent, ce qui nous 
oblige k prendre la partie de la couche qui est situee dans le premier octant; 
nous diviserons done par 8 le r^sultat ci-dessus. 

Le nombre des points situes dans ce volume est, approximative^ient, 
donn6 par le produit du volume pai* la density 5 des points, soit : 

4 TC V® 

(22) dn = Ij % h d 

A chaque syst^me de .valeurs enti^res n\t n^, W3, e'est-a-dire k chaque 
point du reseau t, */], C, correspondent 2 vibrations propres. Le nombre des 
vibrations propres, dont les frequences sont comprises entre v et v + d v 
est done ^gal k 

8 TC V® 

(23) d = 2 d « = '0 Jjrpi ^ & = lili h- 

Nous retrouvons done bien le resultat annonce (fdrmule 14). L’^va- 
luation du nombre des points, d’aprfes leur density et le volume de la 
couche sph^rique, n’est possible que si le rayon r est trfes, grand devant 

r> r’ rJ ceci signifie que la longueur d’onde ^ = “ ■; fist trte petite 

li li h V r 


correspond une variation d r du 


y “ dv ’ 
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devant les dimensions h, h ou h de I’enceinte. Les diff&ents modes de 
vibration ainsi choisis ont des frequences tr^s voisines, mais des directions 
differentes de leurs rayons lumineux. Le vecteur O R (§ 6, fig. 5) a pour 
composantes 


P«X») ■i = U, 

c*est dire qu'il a inenie direction que le vecteur joignant Torigine au point 
5, Z, qui correspond a ses nombres caracteristiques »j, W3. 

Nous aurions pu chercher le nombre de vibrations propres dont les 
rayons sont compris dans un angle solide d ; il aurait egal aux nom¬ 
bres des points cornpris dans le petit volume decoupd par Tangle solide 
d fli dans notre couche sph^rique, c'est-& dire 

(24) d = 80 dV d tJ, 

le coefficient 8 provenant de Timpossibilit^ de distinguer, dans ce probl^me, 
le rayon initial de ses 8 images dans les differents miroirs. L'oiientation du 
c6ne d'angle solide d £2 ne joue aucun role. 

II etait important de vdrifier que ces degrds de libertd'sont dgalement 
rdpartis entre les differentes directions. En attribuant k chaque mode vibra- 
toire Tdnergie Wv, nous obtenons dans Tenceinte une radiation uniformd- 
ment diffusee, ce qui est bien conforme k la loi de Lambert. 

Nos differents raisonnements se compl^tent done les uns les autres; 
et notre formule (i) resume toures les lois enoncees dans le prdeddent cha- 
pitre. II nous reste completer ces resultats, en precisant la mani^re dont 
Tdnergie d'un degrd de liberte depend de sa frequence v et de la 
temperature T; la loi de Wien, qui nous renseigne sur.ee point, reprdsente. la 
derni^re dtape des raisonnements classiques; nous allons Texaminer main- 
tenant. 

8. Loi de Wien, — L*6nergie moyenne u (v, T) que prend un degrd de 
libertd ddpend de deux variables, la frequence v et la temperature T ; 
la loi de Wien permet d'affirmer que cette fonction est de la forme 

(25) u {v,T) — v 

V 

F repr^sentant une fonction du rapport ^; des h3T>oth6ses sp^dales 
seront ndeessaires pour preciser la forme de cette fonction. La formule 
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'labile aux paragraphes prdc 4 dents nous montte alors que la densitd d’dner- 
gie du rayonnement isotherme doit s’dcrire 


(26) p (v, T) d V = F dv. 

Diffdrentes demonstrations ont 6 t 6 donnecb pour cette loi. L'nne des 
plus connues est bas^e sur retude de la reflexion des radiations sur un miroir 
en mouvement. On considere une enceinte E renfermant un rayonnement 
isotherme, et fermee par un miroir M formant piston. Si Ton deplace le pis¬ 
ton, on recueille un certain travail, dfl aux pressions de radiation. Nous 
avons dejk examine ce point, k propos de la demonstration de la loi de Stefan. 
La conclusion (chap. I, § 10, formule 39) en etait que, dans une transfoirma- 

tion infiniment lente, la temperature T du 
rayonnement variait comme la puissance 
v' idvL volume. 

Oh pent pousser plus loin Tanalyse, et 
chercher comment se modifie, au cours de 
la transformation, la repartition du rayonne¬ 
ment. L’etude detailiee des lois de reflexion 
sur le miroir en mouvement est necessaire ; 
lors de cette reflexion, la frequence des 
radiations est chang^e, par effet Doppler; la repartition entre Ics diffe- 
rentes directions pent aussi varier, mais on constate que, pour un deplace¬ 
ment infiniment lent du piston, une radiation compietement diffusee au 
debut de Toperation reste ensuite compietement diffusee. II subsiste seu- 
lement une modification de la temperature et des frequences. Cette etude 
conduit done k prevoir une relation entre la repartition de renergie entre 
les differentes frequences, k temperature T donnee, et la variation d'ener- 
gie des radiations de frequence donnee, lorsqu’on fait varier la tempera¬ 
ture. Cette relation est celle que nous avons ecrite plus haut et constitue 
la loi de Wien. 

La demonstration classique est un peu longue; elle s'ap^ique unique- 
ment au cas du rayonnement eiectromagnetique. Or la loi de Wien a une 
portee beaucoup plus generale, et se rattache k une propriete trhs i^lpor- 
tante, valable pour des syst^mes mecaniques quelconques. J'indiquerai done 
cette demonstration, qui est basee sur un theoretne de Boltzmann. 

9. Demonstration de la loi de Wien.—Boltzmann a ddmontre que la cha- 
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leur k foi^ir, lorsqu'on modifie un syst^me periodique de p^riode t, a pour 
expression _ 

(27) dg = 2 

^tant r^nergie cinetique moyenne du syst^me. La demonstration, 
extremement gen^rale, suppose seulement que les lois qui regissent le sys- 
t^me satisfont au principe de moindre action. C'est dire que tout module 
mdcanique, presentant une periodicite t, est soumis k la loi de Boltzmann. 
On peut aussi bien y comprendre les phenomenes eiectromagnetiques, car 
on sait que tout reiectromagnetisme peut se deduire du principe de moindre 
action, k la condition de considerer I’energie eiectrique comme potentielle, 
et Tenergiemagnetiquecomme representant le terme cinetique, Jerappellerai 
en outre que le systeme periodique peut etre extremetnent different d'un 
resonateur. Le resonateur se caracterise par le fait que sa frequence est inde- 
pendante de Tamplitude des oscillations qu'il subit. On peut, au contraire, 
considerer des systemes vibrants pour lesquels la frequence depend de 
I’amplitude, ou bien des systemes de masses decrivant des orbites fermees 
(ellipses de gravitation, etc.) ; dans tons ces cas, la loi de Boltzmann, est 
valable, pourvu qu'il y ait une periode t. 

Le cas particulier qui nous interesse specialement est celui du resonateur. 
Dans ce cas, la formule se simplifie ; on sait en effet que renergie cinetiqujB 
moyenne d*un vibrateur est egale k la moitie de renergie totale 

(28) 2^ = Wv. 

Nous pourrons aldrs ecrire 



en introduisant la frequence v au lieu de la periode t. Mais le principe de 

d 0 

Carnot nous apprend que Texpression —^ doit etre une differentielle 
exacte ; si nous regardons ici sa valeur 

,30) 

nous voyons imraediatement. que le second membre n*est integrable que 
si et sont fonction Tun de Tautre, ce que j'ecris 
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Nous trouvons done directement le r&ultat annonce, qui constitue la loi 
de Wien. 

10. Transformation adiabatique. — La formule de Boltzmann permet de 
trouver anssi comment se modifie le systfeme que Ton considfere, lorsqu'on 
le soumet ^i. une transformation adiabatique. On d^finira, comme en 
thermodynamique, une telle transformation par les deux conditions sni- 
vantes : 

lo La modification imposde doit Stre infiniment lente, de telle sorte 
qu'^L chaque instant Tetat du syst^me difffere infiniment peu d'un ^tat 
d'^quilibre isotherme ; e'est la condition de rhersibilitd ; 

2^ Aucun ^change de chaleur ne doit avoir lieu entre le corps consider^ 
et Text^rieur, les ^changes d'^nergie etant limites au travail depense 
sur le parametre que Ton fait lentement varier. 

Dans ces conditions, la formule de Boltzmann montre que Ton aura 

(32) d ^ = o e'est-i-dire t j^ciu = 

ou, pour le cas de resonateurs, 


J'ai rappele plus haut le principe de la demonstration classique de la loi 
de Wien. Si Ton s’y reportc, on voit aussitdt que la methode consiste dans 
Tetude d'une transformation adiabatique imposee au rayonnement contenu 
dans renceinte. Et Tetude detaillde de cette modification adiabatique 
permet de constater Tinvariance de Texpression. 


( 33 ) 


V 


9UtV^ 

8 TT V® 



Ehrenfest a ^te, je crois, le premier k insister sur le r 61 e fondameiital 
de cet invariant adiabatique. 

Notons imm^diatement que les conditions de quanta de Planck fixent 
la valeur num^rique de Tinvariant adiabatique. On ecrit en effet que, pour 

un vibrateur, le rapport — est 6gal k un nombre entier de fois une 

certaine quantity h 


( 34 ) 


Uyf=:znh» 


n, entier. 
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Cette relation est invariante, nous venons de le voir. Si nous prenons un 
vibrateur possedant n quanta, et que nous lui fassions subir une trans¬ 
formation adiabatique, il perd ou gagne de Tenergie, mais en m^me temps 
sa frequence v sera modifiee, et le nombre de quanta reste constant. 

Le vibrateur de Planck, capable de prendre un nombre entier de quanta, 
nous apparait actuellement comme une fiction. Les conditions etablios par 
Bohr, dans son modele d^atome, pr^sentent un aspect tr^s different. 
Nous savons qu’en r^alite elles portent, elles aussi, sur des invariants 
adiabatiques. La formule de Boltzmann, que nous venons de rappcler ici, 
joue done xm r 61 e fondamental dans toutes ces theories. C'est pourquoi 
nous avons pr^fere la presenter d^s maintenant, et y rattacher directe- 
ment la loi de Wien. II est, en effet, tres important de bien saisir pourquoi les 
h3q)othfeses de quanta respectent la loi de Wien, et de se persuader qull y a 
Ik, non pas un hasard heureux, mais une raison profonde et tout k fait 
generale. 


11 . Dilatation adiabatique du rayonnement. — Nous avons dtudie, au 
§ 6 de ce chapitre, les diff^rents modes propres de vibration, pour une 
enceinte parall^lepipedique. Ces r&ultats nous permettront d'Ulustrer le 
m^canisme qui aboutit k la loi de Wien, et de verifier Finvariance de Tex- 

pression ~. 

Considerons la vibration propre caracterisfe par les trois nombres entiers 
ftz et ^3 ; la frequence v est donn^e par la relation (17) du chap. 11 § 6. 




Supposons que la face a; = de not re paralleldpipede puisse se deplaccr 
lentement, comme un piston mobile, et examinons comment se transformo 
notre vibration propre. Nous supposerons le deplacement infiniment lent, 
de telle sorte que les interferences puissent constamment se rdajuster, et 
donner k chaque instant le mode vibratoire correspondant k la valeur 
instantanee de /j. La periode se modifiera progressivement, et Fon aura 


( 36 ) 4^— (irj — 

a est le cosinus de Tangle d’incidence du rayon produisant les interferences 
sur le plan reflediissant peipendiculaire k Ox; nous avons utilise les rela¬ 


tions (35) et 
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L’6nergie «v de la vibration consid6r6e se trouve modifife pendant cette 
dilatation. La pression de radiation, exercfe par le rayonnement snr 
le miroir mobile, produit un travail, et Ton a 


(38) dMv =— p 6 .v = — = 


le volume v varie, en effet, proportionnellement k l^] la pression de radia¬ 
tion est bien ^gale k la density d'feergie multipli^e par le cosinus carre 

a® de Tangle d'incidence. Comparant les deux relations ci-dessus, on v^rifie 
aussitdt que Ton a 


(39) 


d d V 

V 


Uyt 

•9 


= De. 


Nous v^rifions done rigoureusement Tinvariance adiabatique de Texpres* 
Sion- 


Pour pouvoir definir la temperature du rayonnement, il faut prendre 
la moyenne des Energies des diff^rents modes vibratoires. Nous avons 
ddnombre les vibrations propres dont les frequences sont comprises entre 
V et V + d V, et constate que ces vibrations sont egalement r^parties dans 
toutes les directions, 

Dans ces conditions, la moyenne du cosinus carre a® est, on le sait, egale 



. La variation moyenne de frequence sera done 


(40) 


dV ^ — du __ I du 
V ^ V ” 3 V 


Mais la temperature T est reliee au volume u par la relation suivante, 
que nous avions 6tablie k propos de la loi de Stefan, 


(41) 


vr» = Cte; 


. 

3 V ~ T ’ 


Nous voyous done que notre dilatation adiabatique laisse, en moyeime» 

,, . V 

invanante 1 expression 

Les expressions et restant toutes deux inchang^es dans notre 
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transformation, nous devons admettre que la relation qui les unit a une 
forme universelle et s’6crit 


"“Kt) 

et nous aboutissons ainsi h la loi de Wien. 

La demonstration classique se trouve ainsi extrSmement sitnplifiee, 
gr 4 ce i Tetude detaillfe des modes vibratoires de notre enceinte. 

Notons que les degr^s de liberte de frequence v (k d v prfes) sont, avant 
comme aprks la transformation, egalement rdpartis entre les diverses 
directions de propagation. Nous avions en effet etabli cette propriete au 
chapitre ii, § 7 pour une enceinte de proportions quelconques. 

12. Gonsequenees de la lol de Wien, — La densite totale d’energie 
pv du rayonnement de frequence v et de toutes directions est 

8 7C V® / V \ 

{42) = 

L’intensite sp&ifique pour la frequence v (d v) et un angle solide 
dto s’^crit done 

2 V® / V \ 

(43) /v d V d 01 = F ( y j d V d CO. 

Si Ton rapporte Tintensite non pas k la frequence v mais k la longueur 
d'onde X, on trouve 

F® / V \ 

(44) ^>.dXdco=: 2 y-F^-^ j dXdco 
en vertu des relations 


/>.dX = Jvdv vX=F dv = -^dX. 

Ces formules une fois etablies, on pourra preciser la notion de tcmp&- 
mture d*une radiation, Considerons un faisceau de rayons dont les frequences 
sont comprises entre v et v + d v, et les directions dans un angle solide 
d co; V, d V, d CO etant donn^es. Soit pvw d v dco de la density d'dnergie de ce 
faisceau de rayons. Nous pourrons appeler temperature absolue T de ce 
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faisceau la temperature que devrait avoir une enceinte isotherme pour que 
la densite d'^nergie du rayonnement r^pondant aux mSmes conditions v, 
dv, d<o soit la que celle du faisceau considere. Les formules eta- 

blies ci“dessus nous donnent pv en fonction de v, d v, dco et T. Si nous 
nous donnons un faisceau de rayons pour lesquels nous connaissions 
d V, d 6) et p, nous pourrons nous servir de la m^me formule pour deter¬ 
miner la temperature T qui lui correspond. 

13 . D6plaeement du maximum d’^nergie dans le spectre. — Le spectre du 
corps noir, k une temperature donnee T, presente un maximum pour 
une certaine longueur d'onde X. Ce maximum se deplace vers les courtes 
longueurs d'onde quand on ei^ve la temperature. La loi de Wien permet de 
determiner le deplacement de ce maximum. 

ficrivons que I\ est maximum pour une certaine longueur d'onde X^. 

( 45 ) o=YTT c’est-k-dure —) X'T ( TT ) “ 

Posons X = YY’ siiivante a pour solution une certaine valeur 

Xi de X. 

( 46 ) SF{x)Yx^ = o. 

Cette equation ne fait intervenir que la forme de la fonction universelle 
F, Le maximum du spectre se produira alors, k chaque temperature T 
pour la longueur d'onde X„ determinee par la relation 

V 

(47) 

Cette longueur d’onde variera en raison inverse de la temperature 
absolue. L’exp6rience a bien v 6 rifi 4 cette loi, et a doim6 les valeurs suivantes 
(Lummer et Pringsheim). 

cm 

14 . Loi de PayifltgTi. Loi de Planek. Formule de Wien. — Ces diff&entes 
lois sont tout ce que la m 4 canique dassique et la tbermiod3mamique peuvent 
nous apprendre sur le rayoimement thermique. U nous reste une fonction 

d’une seule variable F (-y V que nos raisonnements ne permettent pas de 
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preciser. De trfes nombreux efforts ont 6te faits pour tenter de trouver, par des 
m^thodes gdn^rales, la forme exacte de cette fonction. Les raisonnemehts 
bases sur les statistiques anciennes aboutissaient k Tequipartition de Tdner- 
gie, chaque degr^ de liberte devant prendre, k la temperature 2", uiie energie 

cindtique moyennePour des resonateurs harmoniques, du type de 

cetix que nous avons consid6:e dans ce chapitre, I’^nergie totale est 6gale 
an double de I’^iergie cin^tique moyenne, ce qui fait k T 

u^ = kT = 

ce qui nous donne, pour le rayonnement isotherme, la formule de Lord 
Rayleigh 

(48) P,dv = ^^ftrdv 

Cette formule est approximativement verifide dans le domaine des 
grandes longueurs d'onde (v trfes petit) et des hautes temperatures ; mais elle 

V 

est tout k fait inexacte lorsque le rapport cesse d'etre trds petit. Elle est 

d'ailleurs inadmissible du point de vue logique, puisqu'elle conduit k attri- 
buer au rayonnement thermique une energie totale infinie. 

J 'd V =: OO 

Le ddpouiUement des resultats expdrimentaux, relatifs aux courtes 
longueurs d'onde, avait conduit Wien k proposer une autre formule, qui se 

V 

vdrifie bien pour les grandes valeurs de ^ 

, /v\ 

(49) Wv==Ave p ( — \ ^ Q kT 

SttAv* — j 
Pvdv= e ^^dv 

Cette formule de Wien introduit une nouvelle constante h, connue sous 
le nom de constante de Planck. La formule prdcddente a le grave incon- 
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v^nient de ne pas se raccorder avec la formule de Lord Rayleigh, pour les 

faibles valeurs de • C’est Planck qui, par des raisonnements trfes cnrieux, 

introduisit nettement I’id^e de grains d’4nergie de grandeur h v, et d^duisit 
de cette hypothfese la formule suivante 

h\ -n ^ ^ \ ^ 

(50) ^ \ T)~ iJL 

e*^-i 

j 8 7c A V® d V 

Pv — XJ^ yi T7 

e*^-l 

Ces formulas redonnent la forme de Rayleigh pour les petites valeurs 

V V 

de y, et la formule de Wien pour les grandes valeurs de-^ • Elies ont regu 

d'excellentes verifications exp6rimentales et peuvent Stre consid^rees 
comme solidement appuydes sur les faits. 

Nous ne redonnerons pas la demonstration de Planck, ouverte k d'assez 
s^rieuses critiques, mais nous retrouverons plus loin cette formule comme 
consequence des statistiques nouvelles de Bose et Einstein. 

Pour preciser la forme de la loi du rayonnement, il faut done introduire 
une hypothese supplementaire. Si les lois de la mecanique et de Telectro- 
magnetisme s’appliquaient en toute rigueur jusqu'aux actions intra- 
atomiques, on devrait retrouver la loi de Rayleigh, Mais ceci est pratique- 
ment impossible ; Texistence m^me des atomes repose sur les lois nouvelles 
des quanta et ces lois entrainent Texistence de la formule de Planck pour le 
rayonnement isotherme. 


CHAPITRE III 


LES QUANTA ET L*HYPOTHfiSE DES PHOTONS 

1. Remarques g4n6rales, I’eflet photo61ectrique. — La throne des quanta se 
caract^rise par Tintroduction d'une grandeur nouvelle, la constante de 
Planck A, qui relie T^nergie k la frequence, par la formule 

(1) E^hv; 

dans tous les phenonxfenes de rayonnement, on constate exp^rimentalement 
que Tenergie disponible se comporte toujours comme compos^e d'el^ments 
finis, d'autant plus grands que la frequence est plus elevee. Lorsque la 
lumi^re tombe sur un mdtal et lui arrache des electrons, Tenergie de ces Elec¬ 
trons est independante de Tintensite de Teclairenient mais depend directe- 
ment de la frEquence de la lumiEre incidente. C'est la cElebre loi d'Einstein 
pour Teffet photoElectrique ; TEnergie cinetique des electrons extraits est 

( 2 ) = 

oil Wa reprEsente le travail nEcessaire pour extraire un Electron du mEtal, 
sans lui communiquer de vitesse. Tout se passe done comme si le rayonne- 
nient transportait TEnergie par grains, de grandeur h v, et non pas d'une 
maniEre continue, comme le voudrait la thEorie ondulatoire. L'intensitE du 
rayonnement incident est sans influence sur TEnergie des electrons Emis, 
mais rEgle directement le nombre de ces Emissions. 

Ces rEsultats sont trEs Etranges, si Ton se place au point de vue ondula- 
toire ; il y a mEme une vEritable contradiction. Pour le mieux saisir, tradui- 
sons ces faits expErimentaux dans un autre domaine, celui des ondes sur la 
surface de Teau, par exemple. Des ondes de faible frEquence (grande longueur 
pourraient, quelle que soit leur intensitE, arracher les pierres 
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d'une digue, tandis que des rides de courte longueur d'onde seraient capables 
de detacher ces pierres, et de les projeter au loin avec grande puissance. 

L'effet photoflectrique n'est pas un fait isol6, son inverse suit des lois 
analogues. Consid^rons des Electrons tombant sur une pitee de m^tal, 
telle que Tanticathode d'un tube k rayons X. L'^nergie cin^tique des Elec¬ 
trons est dissipee sous forme de rayonnement, et la frEquence du rayon- 
nement Emis est reliEe k E par la formule (i). 

Done TEnergie rayonnante apparalt par quantitEs finies hv, et est 
absorbEe aussi par quanta h v. Cette loi est tout k fait gEnErale et forme 
Tun des postulats essentiels de Bohr. 

2 . Retour k une thEorie granulaire de la lumiEre. — Devant cet ensemble 
imposant de faits experimentaux, il est impossible de ne pas Etre tentE de 
materialiser le rEsultat genEral, et de supposer que Tenergie lumineuse se 
propage sous forme de grains, de grandeur A v; e'est ThypothEse des quanta 
de lumiEre d'Einstein ; on prEfere aujourd’hui le terme de photons. 

Nous nous trouvons Ik en face d'une difficultE fondamentale : un tres 
grand nombre de faits expErimentaux (tons ceux dits d'optique physique), 
nous suggEre d'une maniEre pressante ThypothEse ondulatoire. Une autre 
sErie de resultats, et non moins importants que les precedents, nous conduit 
k ThypothEse corpusculaire ; le conflit entre ces deux conceptions, conflit 
aussi ancien que les etudes scientifiques sm: la lumiEre, n'est done pas rEsolu. 
Pis que ccla, il ne semble pas rEsoluble, et nous devrons cherclier une thEorie 
nouvelle, qui concilie ces deux points de vue adverses, en gardant Tessentiel 
de chacun d'eux. Bien des tentatives sont actuellement faites dans ce but, 
mais il ne semble pas qu'une solution tout k fait satisfaisante ait encore EtE 
trouvEe. 

Nous allons voir quels raisonnements peuvent Etre adaptEs k Thypo- 
thEse corpusculaire, et esquisser la mEcanique des photons, telle qu'elle 
rEsulte des recherches de Einstein, Louis de Broglie, Compton, et bien 
d'autres, 

3 . Les photons et la mEcanique relativiste. — C'est seulement en utili- 
sant les formules relativistes que Ton peut essayer de raisonner sur les 
photons, puisque ces projectiles se meuvent avec la vitesse c de la lumiEre, 
aussi longtemps du moins qu'ils sont dans le vide. 

Nous nous limiterons d'abord au cas des photons dans le vide; nous 
prendrons les lois de mouvement pour des particules ayant une masse au 
repos mo] puis nous passerons k la limite, en supposant que la masse mt soit 
rendue infiniraent petite et tende vers zEro, TEnergie restant finie. 
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Un projectile de masse w* a, au repos, une energie si ce projectile 
se meut avec une vitesse v, la relativite lui attribue une energie 


(3) 


v/i —P* 



ce qu'on appelle ordinairement energie ciudtique de la particule, c'est Texc^s 
de E sur Tdnergie au repos meC® 


finergie cinetique =mo c® 


I 

s/i — 



aux faibles vitesses (P<<i) cette expression se r6duit, en premifere 
approximation, k m,v^. La particule en mouvement possMe aussi une 
quantity de mouvement 


(4) 




mgV 

v/i—P* 


dirigfe parallelement k la vitesse v, 

Supposons maintenant que la masse de la particule tende vers zero; 
si nous voulons conserver une Energie finie E, de grandeur donn^e, nous 
devrons supposer (d'apr^s 3) que la vitesse de la particule devient tr^s grande, 
et tend vers la limite c; nous admettrons done que tend vers z^ro et 
p tend vers i, de telle sorte que E reste constant. Que nous donne alors la 
relation (4)? Nous pouvons T^crire ainsi 


(5) 




£ 

c 


La quantity de mouvement de la particule augmente, et se rapproche''de' la 
. , E . 

limite —; si done nous supposons un photon d'^nergie E ^gale khv (et de 

masse nuUe), nous devrons admettre qu'il est toujours en mouvement 
avec la vitesse c dans le vide, et qu*il transporte une quantity de mouve¬ 
ment. 


(5 iis) 


E _ 

c c 


dans la direction de propagation de la lumifere. 
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Ces resultats simples ne sont valables qu'aussi longtemps qu*il n'y a, 
dans le vide, qu'une seule onde se propageant librement. Nous verrons 
plus loin les formules plus complexes ^tablies par L. de Broglie pour 
pr^ciser les lois du mouvement des photons lorsqu'il y a interf&ences ou 
diffraction. 

4 . Pression de radiation; raisonnement 616 mentaire. — Que devons- nous 
penser de la forraule {5 bis)} EUe nous apparait comme trfes correcte, et en 
concordance avec les r&ultats de r^ectromagnetisme classique. On sait 
que, lors de la reflexion d'une onde flectromagn^tique sur un miroir, il 



apparait une force, tendant a repousser le miroir ; c’cst la pression de radia¬ 
tion. Nous interpreterons ici la pression de radiation comme due aux chocs 
des photons sur le miroir. Si nous avons n photons, tombant par seconde 
sur notre miroir, Tintensit^ lumineuse totale / est w v; soit 0 Tangle dinci- 
dence ; la variation de quantite de mouvement du photon, lors de son choc 
sur le miroir, est 

h V 

2-cos 0 

C 


puisque la composante normale de la quantity de mouvement est seule 
modifife. Le miroir subira done une force 


( 6 ) 


/= 2^ 


Av 


COS0 : 


: 2 — COS 0 
C 


ce qui nous redonne la formule bien connue pour la pression de radiation, 
On sait, en effet, que celle-ci est pioportionnelle au cosinus de Tangle 
d'incidence, et i la density d'dnergie et du rayoimement incident. 
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Supposons que nous ayons un miroir de surface limitfe S, recevant un 
rayonnement de frequence v, compl^tement diffuse. C'est dire que la 
density d'^nergie est p d co, pour les rayons dont la direction de propagation 
est comprise dans un angle solide d w, le facteur p etant independant de 
Tangle 6. La density d'^nergie totale est 

(7) 4 k p == Nhv 

N 6tant le nombre de photons h v par centimetre cube; la direction de 
propagation des photons sera tout k fait distribuee au hasard. Considdrons 
alors les rayonnements qui tombent sur le miroir sous un angle compris 
entre 6 et 0 + d 0 ; ils correspondront k un nombre n de photons. 

= S cos0cpd6> = Scpcos0.2 tt sin0d0 

car d CO est ^gal k 2 tc sin 0 d 0, et le nombre de photons incidents en i seconde 
est egal au nombre de photons contenus, k Tinstant initial, dans un cylindre 
de hauteur c et de section S cos 0. La pression exercee par ces photons est 

dP='^ = 47cp cos® 0 sin 0 d 0 

et la pression totale, pour toutes les incidences, s'obtient en integrant 0 

de o k — 

2 

(8) P_4^_W^ 

Nous retrouvons done li un r&ultat semblable k celui de la th^orie ondu- 
latoire ; nous avons simplement traduit les mfemes faits en un langage diffe¬ 
rent. 


5 . Eflet Ddppler. — L'effet Doppler consiste essentiellement en un chan- 
gement de frequence de la lumifere, lorsqu'elle est perdue par un observateur 
en mouvement. Du point de vue corpusculaire, cet effet se manifestera par 
un changement de Tenergie E du photon. 

^^^ut repose id sur un changement d'axes de coordonnees et de temps, 
dant au passage des grandeurs observees par des observateurs au 
repos a celles que mesurent des observateurs en mouvement. Ce changement 
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s’obtient par une transformation de Lorentz;soient*y^<les axes an repos 
et x'y'z't'mceux. en mouvement avec ime vitesse v ; nons avons : 


( 9 ) 


x’ = 


y' = y 

z' =Z 


X + V^ 


i + - 




vx 


\/I-l 


v= 


x^ — vf 
VI — 

z^z^ 


t 


V 


vx^ 


s/i — 3 « 


Considerons tout d'abord une onde plane 


( 10 ) 


t 2 IT V ( ^ 

= >4 « \ 


«! ^ + «ay 4- ttg XT 




«! «a a, sont les cosinus directeurs de la normale k I’onde. Par rapport aux 
axes mobiles, nous amrons 


H' = Ae 


, 1 ., a{ af + “a y' + «a \ 
»2irv'^i'- — -j 


Par simple substitution, on trouve 


(ll) I , I + «! P 

\ \/l— 

/ ' _ “l+ P 

j I + «1 P 

I I 

f 0^2 — *3 — ^3 


ce qui nous donnc le changement de frequence et de direction de Tonde pour 
Tobservateur en mouvement. 

Comment se prdsente cette transformation pour un photon ? La quantity 
de mouvement T^nergie E de la particule forment un vecteur k 

4 composantes 

E 

P»i Pv) p»f ~ 

qui se transforme de la mfime manifere que les quantity 


x,y,z et ct 
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Utilisons les relations (9), en les transcrivant ainsi 


(12) 



E 

P> 

P‘ 

E 

\/i—P*" ’ 


Pour un photon se mouvant dans la direction ai ag ag, nous avons en 
vertu des relations (5) 


x j. rr 1 

■px = - Pv “ ^2 - Ps = “3 - n = nv 


et de m^me, pour les observateurs en mouvement 


= 






pi = < 






II suf&t de porter ces valeurs dans les equations (12) pour retrouver Jes 
formules (ii), II y a done identity complete entre les deux points de vue. 
Toutes les autres formes d'efet Doppler, par reflection, ou par Emission se 
retrouveraient d'une manifere analogue. 

Nous voyons aussi que cette transformation modifie la frequence du pho¬ 
ton. II nous suffira done de concevoir Texistence d'un type unique de pro¬ 
jectiles, qui sera un photon de grandeur arbitraire hvoi suivant quo nous 
Tobserverons dans un systeme d'axes en mouvement avec une vitesse v 
quelconque, ce photon nous apparaitra avec une frequence v differente ; 
en vertu des lois de la transformation de Lorentz, la vitesse du photon est 
toujours ^gale k c dans tons les systfemes d'axes. 

6. Effet Compton. — L'hypothfese des photons pent, en vertu des rela¬ 
tions que nous venons de rappeler, se substituer sans peine aux ondes, dans 
d'un grand nombre de ph^nomfenes d'optique. Mais ce n'est pas tout, 
“ ''uyelle notion a permis de pr6voir des effets nouveaux ; tel est le 
t Compton. 
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!l£tiidions les conditions d'une collision entre un photon et un Electron 
libre. Le photon sera d 6 vi 6 ; nous ne connaissons pas le mdcanisme intime du 
choc, mais nous pouvons appliquer les lois de conservation de TAiergie et de 
la quantity de mouvement. Supposons T^lectron immobile avant le choc ; 
il recevra une impulsion et prendra une vitesse Pj c faisant un angle q> 





avec la direction du photon incident. Quant au photon, son 6nergie avant 
le choc 6tait et aprfe la collision il aura une dnergie Ei = hvi 

et fuira suivant une direction faisant Tangle 0, avec sa direction initiale. 

Les trois directions seront dvidemment dans un m^me plan. La conser¬ 
vation de T^nergie totale nous donne 

(13) m, c» + £. = - -■ + El 

S/i — 

tandis que la conservation de la quantite de mouvement nous fournit deux 
relations 

(14) (^ 

I ^ 

Donnons-nous Tangle 0, et cherchons T^nergie des photons qui auront 
subi cette deviation 0. Nous devons ^liminer <po entre les deux Equations (14), 
et nous obtenons 

(£. - El cos 0)* + sin» 0 = 

puis dliminons pj, entre cette relation et I’^quation (13) et nous trouvons 

(15) £,£1(1 —COS 0 ) = WoC*(£, —J?i). 


El . , m,c Pi 
= — cos 0 4- 7. cos 9, 

\/i—pi“ 


El . ^ , nioC^i 

= -^sin0+ / - 

c VI—Pi» 


Sin 9 ,. 
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On voit immediatement sur cette formule que Tdnergie £*1 du photon, aprfes 
le choc, est inf^rieure k Tenergie initiale II y aura done, corr^lativement, 
nne variation de la frequence. Introduisons les longueurs d^onde et Xj, 
et nous pouvons transcrire ainsi la relation (15) 


2 sin^ 




(— —1 

, m,c . 


. w.c 

Ux Ej 

' “ A ' 

Vi V J 

' - h 


(^1 - 


ce qui s'dcrit 
(16) 



AX=: 


2 


h 


MoC 


sin® 


2 ’ 


Introduisons une frequence N et une longueur d'onde A par les relations 

h 

(17) hN=:moC^ 

et nous obtenons 

0 

{18) A X = 2 A sin® “ • 

Pour Telectron, la valeur numerique de A est 0,024 angstroms environ 
Ces formules ont 6te v^rifi^es experimentalement, par T^tude du rayonne- 
ment X diffuse par les electrons peu lies des atomes legers (paraffine, car- 
bone, etc.) ; et Ton a bien trouve la variation de frequence en fonction de 
Tangle de deviation 0 , conformement aux formules 16 ou 18. 

Nous avons etudi6 ce phenomfene dans un systeme d'axes dans lequel 
T 61 ectron ^tait initialement au repos ; ce cas est important, k cause de la 
verification experimentale ci-dessus. Mais nous pourrions aussi bien calculer 
le r^sultat du choc d*un photon contre un Electron en mouvement. Les for¬ 
mules se ddduiraient des pr^c^dentes par une transformation de Lorentz, 
appliqu^e en bloc k toutes les grandeurs initiales et finales. 

Nous n'^crirons pas le ddtaU de ces formules, qui ne nous apprendraient 
rien de tr^s nouveau. Remarquons seulement que la transformation de 
Lorentz modifierait les valeurs des frequences (et des energies), de sorte que 
rdnergie du photon pourrait se trouver augmentee ou diminuee aprfes le 
choc. 

Prenons un example particulier, cite par M. Langevin, et supposons que 
nous observions le choc (etudie ci-dessus), dans un systfeme d'axes dans 
lequel Vilectron serait au repos apres le choc, Dans ces nouveaux axes 
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O^x'y^z^, r^lectron a une certaine ^nergie cinetique avant le choc, et perd 
toute cette energie au moment de la collision. Ces nouveaux axes O' sont en 
monvement avec la vitesse c par rapport aux axes quinous ont pr^c^dem- 
ment servis ; cette vitesse pi c fait un angle 9^ avec la direction initiale du 
photon, et <p« + 0 avec sa direction finale.* 

D'aprfes les formules prec^demment ^tablies (ii) et (i2),ilenresulte quo 
les Energies avant le choc sont 


(19) 


p I— Pi cos <p, 

tip -- 

n/i—P i® 


pour r^lectron 
- pour le photon, 


tandis que les dnergies apr^s le choc deviennent 

nio pour rdlectron 

-~7 —— pour le photon. 

VI—Pi® 

Or, et ceci constitue Tessentiel de la remarque, ces Energies sont egales k 
celles du choc prdcddent, mais en ordre inverse, de sorte que le choc repre¬ 
sent^ par (19) et (20) est exactement Tin verse du choc repr&ente par (13), 
(14) et (15) ; nous allons done montrer que 

(21) £i = £i £i = 2?. 

Prenons, par exemple, requation (19), et comparons-la avec (14, 1). 
Nous tirerons cos 9^ de {14,1) et obtiendrons 

Ly/i—pi ni>‘ 


mais r^quation 15 donne 




cos Q = Ei — c* 


E, 



I 


E,-E^ 


I J + El. 


d’oii 
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Reportons-nous maintenant k la relation (13) ; et nous voyons que 1 ex¬ 
pression entre crochets est nulle, de sorte que tout se r^duit k la premifere 
relation (21). On verifierait de mSme sans peine la seconde relation (21). 

Suivant done que Ton observe la collision dans un systfeme d’axes oil la 
molecule est au repos avant le choc, ou aprfes le choc, on obtient deux types 
de chocs exactement inverses. 


7 . Autres deductions od interviennent les photons. — Nous verrons, au 
cours de cet exposd, un grand nombre de raisonnements oh figurera Thypo- 
thfese des photons ; Tun des plus ceifebres est le problfeme des fluctuations du 
rayonnement isotherme ; nous Texaminerons plus loin (ch. iv, § ii) ; e'est 
k Toccasion de cette etude qu’Einstein formula nettement, pour la premiere 
fois, Thypothfese du photon (ou Licht-quantum, quantum de lumifere) et 
montra la possibilite de revenix k une theorie corpusculaire de la lumifere. 
Planck avait bien mtroduit auparavant les grains d'^nergie h v, dans ses 
raisonnements statistiques, mais il n’avait pas ose leur attribuer une 
existence r&lle, ni tente de preciser leurs propri6tes m6caniques ; Louis 
de Broglie, Compton et bien d'autres developp^rent les consequences de 
rhypothfese des photons. 

Einstein soutint cette theorie par de nombreux arguments, plusieurs 
d^entre eux sont bases sur la remarque suivante : supposons une enceinte 
vide, k temperature constante T; cette enceinte renferme uniquement du 
rayonnement, et la repartition de celui-ci est donude par la loi de Planck, 
que nous rappelions au chapitre precedent. Supposons maintenant qu*il y 
ait, dans cette enceinte, un element materiel quelconque : un atome, ou un 
electron, ou bien encore une poussiere, une particule dont la surface pourra 
etre absorbante ou reflechissante. Dans tons les cas, cette parcelle de matifere 
echangera de renergie avec le rayonnement ; si e'est un electron, les dchanges 
d'energie se feront par collisions avec les photons (eflet Compton). Si c*est 
un atome, il absorbera et reemettra de renergie. Dans tons les cas, ces emis¬ 
sions et absorptions de lumiere seront accompagnees d’impulsions com- 
muniquees k la particule materielle. Lorsqu'un atome absorbs une energie 
h V, empruntee k un rayonnement incident, cet atome regoit une impulsion 


hi. 

0 


dirigee dans la direction du rayon incident. Ce n'est pas Ik une hypo- 


thkse gratuite, mais simplement la traduction du fait experimental bien 
connu : la pression de radiation. 

Mais, si nous savons quelle impulsion Tatome regoit quand il absorbe de 
renergie, nous ignorons en revanche comment les choses se passent k remis¬ 
sion. Si ratome emet une energie h v sous forme d'onde spherique, il n'y a 
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aucTin recul, les efforts en tous sens s'^quilibrant. Si nous admettons r^nods- 
sion de I'energie h v dans une direction bien d^termin^e, sous forme d'un pho¬ 
ton par example, nous devbns supposer que remission s'accompagne d'un 

recul • Comment distinguer entre ces deux points de vue ? 

Einstein examine le mouvement d'agitation que prend la particule 
mat&ielle. Sous Tinfluence de ces impulsions d&ordonndes, cette particule 
prend une sorte de mouvement brownien, dont on peut calculer T^nergie 
cin6tique moyenne; le raisonnement correct sera ^videmment celui qui 

o 

redonnera une bnergie cin^tique moyenne bgale k^kT, conform^ment au 

rbsultat classique (voir par exemple chapitre suivant). 

Or, et c’est Ik un point essential, pour ariiver au r^sultat correct il faut 
choisir la seconde des deux hypotheses prbcedentes. II faut admettre qu'i 
remission comme k Tabsorption, la particule materieUe re9oit une impul- 

, h V 

Sion -. 

c 

C'est Ik un argument tr^s puissant en faveur des photons et contre le 
point de vue ondulatoire. Nous ne reprendrons pas en detail ces calculs, qui 
se trouvent brievement rappeies aux chapitres suivants (^). Ces etudes ont 
joue, dans Thistoire des quanta, un r 61 e important et souleve de nombreuses 
discussions, mais Icur inter^t a bien diminue depuis. Nous savons, en effet, 
que ni la theorie ondulatoire, ni Thypothese des photons ne peuvent nous 
expliquer Tensemble des fails rclatifs k la lumiere, il nous faudra b 4 tir 
une autre theorie, qui sera probablement analogue k la mecanique ondula¬ 
toire ou k la nouvelle mecanique de Born et Dirac ; c’est du moins de ce c6te 
que sont actuellement dirigees les recherches, avec des resultats dbji fort 
encourageants. 

Pour tous les raisonnements statistiques relatifs au rayonnement, 
rhypothbse des photons est particulierement commode ; elle foumit un 
langage clair, et permet de presenter sous un aspect analogue les problfemes 
de rayonnement et ceux de cinetique des gaz. Nous adopterons done ce 
point de vue dans la suite de cet expose. Cette methode, indiqude par Ein¬ 
stein, a ete appliqube systematiquement par Louis de Broglie, dans une 
serie d'articles publies au Journal de Physique, et un peu anterieurs k sa 
thfese. Nous suivrons, dans les chapitres suivants, la methode de Bose, 
qui presente de serieux avantages logiques et a pris une importance consi¬ 
derable. 

(i) Voir, par exemple, les m&noires cit^s sous les uum6ros 23, 29 dans la liste Wblio- 
graphique. Ces raisonnements ont repris sous une forme tout 4 fait rigoureuse par 
P. Langevin, dans ses logons du CollfegeMe Erance (1925^). 
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8, La diffraction des photons par un r6seau. — Nous pouvons examiner 
comment se pr&ente, du point de vue des photons, la diffraction de la 
lumifere par un rdseau. Considdrons un r&eau plan, compost de traits per- 
pendiculaires au plan de la figure, d’6quidistance 1 . Soit une onde incidente, 
tombant sous Tangle et donnant une onde plane diffracts sous Tangle 02* 
L'optique ondulatoire nous donne la condition 

(22) I (sin 01 — sin ©2) = ^ X. 

Que signifie cette relation, dans le langage des photons? Nous avons pour les 



Fig. II. 


photons incidents et diffracts des quantity de mouvements et p^ dont 
les composantes suivant O x sont 

Pi» = — sm 01 = Y sin p^ = Y sm 0a 

de sorte que la condition (2a) s'^crit 

(23) {pxx — p%n)l=-nh. 

Or, lorsqu'un photon h v est ainsi d^vi6, de 0 ^ k 0*, par la diffraction, il com¬ 
munique au r&eau une quantity de mouvement 

(^4) -P* “ plx ptx* 

Le r&eau prend done un mouvement de recul, avec une certaine vitesse v 
qui ne nous int^resse pas et une vitesse dans le plan du r&eau ; lorsque le 
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r&eau (suppose infini) s'est ddplace d'une longueur /, toute la figure est 
revenue a son aspect initial puisque chaque trait du r&eau a repris la place 
du precedent. Nous devons done dcrire, conformement aux anciennes condi¬ 
tions de quantification de Sommerfeld 

(25) jpdLQ = PJ = nh. 

Ces conditions, qui marquent la quantification du mouvement du r&eau 
nous redonnent la relation classique de diffraction, car (24) et (25) sont 
identiques k (23). 

Cette curieuse coincidence n'est pas fortuite, et montre combien les condi¬ 
tions de quanta donnent aux photons des proprietes semblables k celles des 
ondes. 

Le raisonnement pr&edent avait ete indique par Duane {^); il fut ensuite 
repris et perfectionnd par Epstein et Ehrenfest, qui arrivferent k calculer les 
intensity des divers ordres de diffraction. Ils faisaient usage du principe de 
correspondance de Bohr, ingenieusement adapte k ce probleme special. 
Le cas d*un rdseau de dimensions limitdes pent aussi ^tre traite : on a une 
certaine densite ^lectrique, avec une regularity de distribution suivant la 
coordonnee x, sur une certaine distance finie L ; on represente cette distri¬ 
bution yiectronique au moyen d'une int^grale de Fourier, chacun des termes 
de Tintegrale donne un reseau sinusoidal, s'etendant de — 00 k + 00 ; on 
peut alors appliquer les formules pour la diffraction par reseau infini, super¬ 
poser ensuite tous ces resultats et intygrer. On obtient Tintensite de la 
lumi^re diffractye dans diffyrentes directions, comme fonction de Tangle 0 
et de la dimension L du reseau. 

Ayant ainsi ryussi k traiter le problfeme de la diffraction d'ondes planes, 
les mfimes auteurs se sont attaquys k la diffraction d'ondes sphyriques, et 
ont pu en trouver une traduction en langage corpusculaire, mais les mythodes 
employyes semblent alors un peu artificielles, quoique leur correction mathy- 
matique ne puisse ytre mise eu doute. 

Sans insister trop longuement sur ces probl^mes, il est pourtant tr^s 
intyressant de noter k quel point la conception des photons et les conditions 
de quanta permettent de pynytrer dans Tinterprytation des lois d’optique 
physique, et de se rapprocher du point de vue ondulatoire. 

(i) Duane, Proc. NcU, Acad,, t. 9 (1933)^ P* I 59 ; 

A. H. Compton, Phys, Rev., t. 33 (1934), p. 118 ; 

P. S. Epstein et P. Ehrenfest, Proceedings Nat. Acad,, t. 10 (1924), p. 133; t. 13 (1927)* 
p. 400; Phys. Rei),, t. 33 (1924), p. 663; 

Jauncev, Phys, Rev., t. 23 (1924), p..io6 ; et bien d’autres analogues. 
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Ayant obtenu la formule de diffraction par un r&eau plan, on retrouve- 
rait sans peine les formnles de diffraction par uri r&eau spatial, et les regies 
de Bragg ou Laue pour les taches de diffraction des rayons X dans les cris- 
taux ; tout se r^duit en effet k Tintroduction de 3 conditions du type (22), 
relatives aux trois axesA;y;8rle long desquels le r&eau se reproduit p^rio- 
diquement* 

9 . Les photons guides par des ondes^ formules de Louis de Broglie. — 
Les remarques precddentes, quel que soit leur intdr^t, ne peuvent ^tre prises 
comme point de depart pour une thdorie plus precise. L. de Broglie, appH- 
quant k la lumifere les idees generales qui Tont guide en mecanique ondula- 
toire, a cherchd les lois du mouvement des photons ; il a voulu donner un 
sens precis k cette locution dont bien des physicians faisaient usage : les 
photons sont guidfe par les ondes; Tonde explore Tespace mais ne trans- 
porte aucune ^nergie; elle sert de guide k un nuage de photons, chacun d'eux 
transportant une feergie Av. 

Comment pouvons-nous tenter de r&oudre ce probleme ? Considerons 
une onde plane d'amplitude A constante, se propageant dans le vide : 

(26) 

L'intensit^ de Tonde est repr&entee par^^. nous devrons done admettre 
que le nombre de photons guidfe par Tonde est proportionnel k ; plus 
exactement, nous dirons que le nombre p de photons par centimetre cube 
est donn^ par 

(27) p^KA^. 

Ces photons se d^placent, disions-nous, dans la direction du rayon lumineux, 
dont les cosinus directeurs sont 0C2 0C3; e'est dire que la quantite de mouve¬ 
ment des photons a pour composantes 


(28) 


A V 


d y 
dx 




d y 
dy 


P^ 


d <p 
dz 


et Ton pent introduire une quatrifeme composante, ou composante de temps 
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la quatri^me composante correspond k T^nergie de la particule, comm 
il est d’usage en relativity, Ces formules vont nous servir d'hypothfese d . 
travail, et nous allons voir qu'elles se^genyralisent aisyment pour des pro- 
blames plus complexes. On apergoit immydiatement Tanalogie des formules 
28 avec celles de la mycanique rationnelle. 


(29) 



dt~ 


E 


oti 5 est une intygrale gynyrale de Tyquation de Hamilton-Jacobi ; cette 
analogic nous suggfere d'identifier S et 9, ainsi que I’a propose L. de Bro¬ 
glie. Pour permettre cette comparaison, nous recrirons ici ryquation de 
Hamilton Jacobi pour un point matyriel de masse cn relativity : 


(30) 


/dsy 

\dx) 


+ 


/asy 

Uy/ 


+ 


(If)- 





Revenons maintenant aux photons guidys par des ondes : supposons une 
onde de forme quelconque, se propageant dans un espace vide, limite par 
des ycrans ou des obstacles qui troublent la propagation. Nous pourrons 
ycrire cette onde sous la forme 


( 31 ) E=^A{x,y,z,t)e^l' 

oil -4 et 9 sont des fonctions rielles, lentement variables en genyral. Notre 
onde E doit satisfaire k ryquation de propagation. 


(32) 


d^E a»£ d‘E I a»£ 


Supposons £ de la forme (31) et nous obtenons 


□ £ = e h 


X 


X 


&)'] 


2 m 



1 

f 

. 09 SA 

I 09 dA Nlf 

L^°’+®Va* dx 

0 y 0y ^ 

'■ dz dz 

c* dt ~dt )] ) 
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Pour que cette expression soit nuUe, il nous faut ecrire que la partie rdelle 
et la partie imaginaire, dans la parenthtee, sont separ^ment nuUes (^) 


( 33 ) 


uA 


4 





/3<P> 

\\( 


\"4-( 

a<p V 

I /8<pV1 


\dxj 


dy) 


Zz ) 

C»[dtj J 

[dv 

M . 

8 <p 

dA 

, 8<P 

dA 

I dy BAl 

Idx 

dx ^ 

■ 9y 

dy 

^ dz 

dz 

c* dt dt \ 


= 0 

= o. 


Comparons la premiere de ces Equations i Tequation (30) ; nous avons 


(34) 


/ 3 <pV I /StV , I 

\dx ) '^\dy) '^\dz J ~ \dt J ~ 4^^ A 


Dans tons les problfemes dbptique geometrique, IZI A est nul, le second 
membre disparait, et Tequation (34) se confond avec Tequation de Hamilton 
Jacobi (30) pour une particule de masse mo nulle. 

Lorsque la propagation est troublee, T^quation correcte est (34) ; si 
nous voulons maintenir Tidentite avec (30), nous sommes conduits k attri- 
buer au photon une masse 


(35) 



cette masse variera d’un point i I’autre, suivant la valeur de I’amplitude A 
de I’onde pilote. Nous allons verifier que cette h5q)othfese, jointe aux for- 
mules (27) et {28) constitue un ensemble de definitions tres admissibles. 

Cherchosis d’abord la vitesse des photons ; une particule de masse (au 
repos) se mouvant avec une vitesse w,, v^, v, {y^ = c®) a pour ^nergie et 

quantity de mouvement 


(36) 


V/i— 











Comparons {36) et (28), nous en tirons 



8 y 

9 y 

0 <p 

c»j 6 . 

dx 

_ i^a r— Ml - 

/■» « ra 

dz 

hv 

® 3 <p * ~ 

dy ‘ - 

9 9 


~dt 

W 

di 


osaors(J?+t 

«JK+iS==o done R^o S— 0 . 
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Prenons ces valeurs et portons-les dans la premiere equotion (36), 
en tenant compte de (34) et {35), nous v^rifions que le projectile de masse 
Afi a une ^nergie h v constante, ind^pendante de ses variations de vitesse 
et de masse. II nous faut encore verifier que ces formules (37) sont 
compatibles avec la conservation de r&ergie, c'est-k-dire qu'il n'y a ni 
cr&tion ni destruction de photons nuUe part; p ^tant la densite des pho¬ 
tons (27), ceci nous donne la condition, bien connue en hydrostatique, 

N'oublions pas que nous supposons une onde monochromatique, de 
frequence v donn6e, guidant des photons d’energie h v bien determinee ; 
nous poserons alors (^) 

(39) K = -K'^ = K'h^ p = 

notre equation de conservation (38) s'ecrit done 




I 9 
c2 dt 



= o 


ce qui se reduit identiquement a la seconde equation (33). 

Nos equations (27), (28), (35), (37) sont done parfaitement acceptables 
d'une mani^re generale, et r&olvent le problfeme. Cette question delicate 
a fait Fob jet d'une fort interessante discussion de la part de Lorentz, dans ses 
legons k Flnstitut technologique de Pasadena, mais la solution gdnerale 
n'avait pas ete trouvee par Teminent physicien. 

Nous allons voir quelques applications de ces formules, pour en preciser 
le sens physique. 

10 . Examples; discussions. — Consid^rons la rdflexion d*une onde par un 
miroix plan; nous avons un faisceau incident, onde plane, dans lequel les 
photons se meuvent avec la vitesse c dans la direction des rayons incidents; 
loin du miroir, dans le faisceau r^fldchi R, les photons se meuvent avec la 
vitesse c dans la direction des rayons r^fldchis. Que se passe-t-il aupres du 


(i) p est le nombre de photons par cm® ] r6nergie luminense est done, par cm® 
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miroir, dans la zone oil les denx faisceaux interfferent? Supposons que la 
condition de surface, sur le miroir, soit Tannulation de la grandeur E ; nous 



aurons, dans la zone d'interf^rences, la superposition des deux ondes planes. 

I? A /a aiA? + a2y\ . /. — a^y\ 

E = .4 cos CO \ t - 2 —~)—^ cos CO (^- -—-——) 

. . a coy . 

= 2A sin--=^sin co ( f -) 

c \ c J 

\ ai = sin 0 
^^^^joC2 = COS0 

ce systfeme d'oscillations se met sous la forme canonique 

(40) E = A'sm^<f' 

avec 

A’^2 Asm —^— 9' = — h^\t - ^—1 CO = 2 71 V. 

Nos formules pr&^dentes nous donnent alors, pour les density de photons p 
et pour leurs vitesse v, les rdsultats suivants 

( ?=K' hy,A'^ = ^K' h^A^sia!^ 

J ^ 

0 9 ' C® 0 9' 

'“Av dx dy 


V, 
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Du point de vue ondulatoire, nous avons un systfeme de franges noires F 
parallfeles au miroir et donn^es par 

agoiy c n i^X 

c ^ >)OL^ 2 oL^ 2 


En vertu de (41), nous voyons que la density des photons est maxima dans 
les franges brillantes et nulle dans les franges noires, rdsultat parfaitement 
raisonnable; la density moyenne p est ^gale k2K'h^A^, c'est-k-dire deux fois 
la density des photons dans le faisceau incident. Le r&ultat relatif aux 
vitesses est plus curieux ; les photons se meuvent parallelement au miroir, 
avec une vitesse aj c inferieure k celle de la lumifere, 

Voyons alors quelle masse nous sommes conduits k attribuer aux 
photons en vertu de T^quation (35). Nous avons, d'aprfes (40) 


= 2A sin 


c 


ce qui donne 


□ = — 


4Tr2 v® 


^2® 


(42) 




h ^ / UA' hv hv 

ITTC V A' - 6^ 


la vitesse etant c, Tenergie du photon est 




h V 



= A V. 


Une autre difficulte se pr^sente, si nous cherchons k comprendre Torigine 
de la pression de radiation ; dans notre raisonnement el^mentaire du para- 
graphe 4, nous interpr6tions la pression de radiation par le choc des photons 
sur le miroir; mais ici aucune collision de ce genre ne se produit, puisque 
les photons glissent le long des franges d*interf^rence, parallelement au 
miroir, sans jamais venir frapper celui-ci; notre resultat eiementaire est 
pourtant valable en gros; considdrons la zone d'interffences A B C; il 
entre des photons par la face A C; leur nombre est p c par seconde, et par unite 
de surface A C, et ils transportent une quantity de mouvement p A v, dont la 
composante suivant Oy est pAv cos 0; par unite de surface comptee paxallfe- 
lement au miroir, ceci fait done une impulsion p Av cos® 0. Les electrons sortant 
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par B C emportent une quantitiS de mouvement egale; la zone ABC re9oit 
done line impulsion 2 p A v cos® 0 qui doit toe compensfepar nne pressionsur 
le ixuroir. 

Mais comment cette impulsion se transmet-elle au miroir ? II faut 
admettre que la zone d'interf^rences est le si^ge d'un systfeme de pressions et 
tensions qui equilibre les impulsions pr^eddentes. Ces tensions peuvent se 
calculer, de sorte qu'il n'y a Ik aucune difficult^ logique, naais on aboutit k 
un systfeme assez compliqu^; nous allons pr^ciser ce problfeme aux para- 
graphes suivants. 

11. Equations du mouvement sous forme quadridimenslonnelle. — 
Dans tons les problfemes oti Ton fait intervenir les formules relativistes, 
il faut utiliser quatre dimensions, les trois coordonn^es d'espace et le temps : 
e'est seulement de cette manifere que Ton obtient des equations symetriques 
et condens&s. 

Soient done 4 coordonn^es dans les problfemes usuels, les trois 

premieres coordonn^es seront xyz,et la troisifeme c t oii c est la vitesse de 
la lumifere. Comme expression de la distance d s de deux evenements, dans 
cet univers, nous prendrons 


(43) 


ds® = SgjAdz^iv* = c®di^®—dz®—dy® — dz^, 

ik 


L'evolution d*un point est repr&ent^e par une « ligne de vie », ou courbe 
continue traversant Tunivers ; la « vitesse generalisee » est le vecteur 


(44) 


= 


ds ' 


Les quatre composantes de sont, dans Tunivers, les cosinus directeurs de la 
tangente k la « ligne de vie », et en vertu de (43) on a 


(45) 'Sgti,u*u’‘= |m|® = -^Sg'i*da:‘d**= I. 

ik as ije 

Suivant une convention gen^ralement admise, nous supprimerons souvent les 
signes de sommation S; Texpression 45 est k lire comme une somme par rap¬ 
port aux deux indices i et k. 

Nous devrons utiliser, dans ce paragraphe, les notations tensorielles, 
dont le lecteur trouvera Finterpr^tation dans les traitds classiques de rela¬ 
tivity. 
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Dans le cas simple d’lm univers eudidien, le d s* se r^duit k la forme dd- 
mentaire c^di* — dx®—dy®—d^®, et les coefficients g« ont les valeurs. 


(46) 


—1000 
0 —I o 0 
0 0 —I 0 

0001 


on pent alors noter les relations 


(47) ds® = c»d<®(i —p®) 


dxf _ dx' 

~ cdi\/i^"^ 


c VI— 


oil V* est une composante de la vitesse ordinaire 

L'dquation de Jacobi (30), pour un point materiel de ‘masse au repos 
s’dcrit 


(48) 


gU 


ds as 

d}(‘ dx* 


mlc' 


et fait intervenir les composantes contravariantes du tenseur fondamental g ; 
dans le cas eudidien, ces composantes g* sont d’ailleurs reprdsentdes, elles 
aussi, par le tableau (46). 

Avec ces conventions, nous admettrons que la fonction de Lagrange 
L (x*, u*), prend la forme 


(49) 


L == ~ WoC gttw* + ~ w. c + M 


oil V (x*) est r^nergie potentielle; pour le cas des photons, ce dernier terme 
est nul. Le moment correspondant k une composante u* de la vitesse est 

0 L 

(50) p, — -j;^ = m»cga,u* = m,cu{. 

L’expression L est une somme par rapport aux indices i et k, et dans cette 
somme les termes «* u* et sont comptds sdpardment; dans la ddriva- 
tion (50) ces deux termes donnent le mdme rdsultat, et cette double numd- 

ration ddtruit le facteur qui figure dans (49). 
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En m^canique ondulatoire, nous proc^derons comme aux paragraphes 
pr&^dents, et nous identifierons la fonction S de rdquation de Hamilton- 
Jacobi avec la phase 9; les Equations (28) s'^criront alors 

d 9 

(51) 

et la comparaison entre les Equations en 9 et en 5 nous donnera la valeur (35) 
pour la masse du photon. 

II nous faudra transcrire sous une forme plus sym^trique T^quation de 
conservation (38), en y introduisant la vitesse d'Univers au lieu de la 
Vitesse ordinaire v. Pour cela, nous tiendrons compte des relations (37), 
(39) et de nos Equations (50), (51) 

P I), == — iiCM*w. == if'^== ifM * c* = ii:'cM W. 

Le facteur constant peut 6tre omis, et T^quation (38) prend la 

forme (^), 

(52) = = 

Pour ce qui conceme les equations du mouvement, nous les trouverons sous 
la forme de Lagrange, par Tapplication d'un principe de minimum. Nous 
dcrirons que Pint^grale 



prise le long de la ligne d'univers est minimum pour le mouvement naturel. 
Pour simplifier ce calcul, nous admettrons un univers euclidien, dans leqiiel 
le d 5 est int^grable; nous aurons done k dcrire 



1 1 


s 

8Lds = o 


(i) A titre de verification, nous avons pour le photon une 6nergie cin6tique constante 


de sorte que 


M,c^ 




' A V; done, d'aprfts (4^) M«’ c «i «= A v \/i 


Vi-p» 


c 


hv 
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car dans le calcid du minimum on suppose que les deux positions initiale (i) 
et finale (2) sont connues et fixes. Nous aurons 

^ [If ««*]=? [1^*^+»**] 

en utilisant la relation 44; mais une integration par parties nous donne 


az d 




3 w* d s 

le premier terme disparait aux limites i et 2 de sorte que 




1 1 

en vertu de 50. Cette integrate doit disparaitre pour toute variation arbi- 
traire d'oti les conditions 


(53) 


dp, 

d x^ ds 


Ce sont les Equations de mouvement de notre mobile. Dans cette Equation 
nous devons trailer L comme une fonction des variables x et u; la deriv^e 
3 X 

-X — est prise k u constants. Reportons-nous k la definition (49) de la fonc- 

o X 

tion L ; nous nous sommes limites au cas d'un univers euclidien, oti 
les g sont constants ; nous aurons done 


3X I 3M, , . I dM, dM, 
dx* ~ 2 dx* 2 dxt dx» 


en vertu de I’identitd {45) ; notre Equation (53) prend alors la forme 
(54) 


d pt BM, 

-1 c- 


ds 


a** 


Dans cette Equation, la d^rivfe -jj est prise en suivant la ligne d'uni- 
vexs du mobile, et peut 6tre explicit^ ainsi: 
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Nous allons vMfier que ces Equations de mouvement sont identiques h 
celles que Ton peut d^duire de I’^quation de Hamilton-Jacobi, et des relations 
(51). Paxtons des relations (54) et (55), et multiplions-les par M^c, nous 
obtenons 


S c 


dpi 

dx' 


^g^Pm 


dpi 

dx^ 




^ dx» 


en utilisant la relation (50). Remplafons les p par les ddriv&s partielles 
de 9, et nous obtenons 


0 9 

0 ^ 9 


a^i 


9 x” 

ds^do^ ~ 

" 2 dx* 9 ^ 

dx'\ 

~ 2 dx^ 


relation qui est identique k celle que Ton obtient en prenant la d6riv6e par 
rapport a de T^quation de Hamilton-Jacobi (48); nous savons en effet 
que notre fonction 9 remplace Tancienne fonction 5 , k la condition de faire 
figurer au second membre la masse fictive Mi, 

R^crivons notre Equation de mouvement (54) et (55) en explicitant les p. 

{56) S«.^(M„c«»)-c|^ = o. 

Quelques remarques slmposent au sujet de ces equations de mouvement. 
La masse apparenteAfo du photon est donnde par la formule 35 ; toute varia¬ 
tion de la masse M, correspond done k une variation du terme □ A . Dans 
toutes les regions oh il n'y a ni interferences ni diffraction, le terme nA 

est nul, doncM est nul, est nul, et le point se meut en ligne droite avec 

la Vitesse c. Mais Ik oix se produisent des interferences ou de la diffraction 
□ A prend une valeur finie, qui depend des coordonnees ; la masse Mt^ du 
photon est finie, et les equations (54) nous montrent que le projectile cs^ 
devie. 

Les termes en introduisent des sortes de forces fictives agissant sur le 

photon, et modifiant sa course, C'est Fapparition logique de ces forces fic¬ 
tives, qu^avaient autrefois supposes les partisans de la theorie d'emission, 
sans en trouver la forme correcte. 


12. Les tensions existant dans une zone d’interferences. — Nous partons 
de requation du mouvement sous la forme (56), et multiplions les deux 
termes 'psx M^A^ ; remarquons que 

^ (M. c = S [Ml w' Ui] —M. c % 2: ^ «») 
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mais le dernier terme est nul en vertu de (52), de sorte que nous obtenons 


( 57 ) 


(Ml cAla «>«*)■ 


cA» a (Mg) 
2 0** 


= 0. 


II nous faut maintenant transformer le second terme, pour le mettre 
SOUS la forme d'une divergence S—— (...); or, d'apres 35 

U 

(58) 


cA* 0 (M|) 

r 

2 3 a;* ' 



)aA „ , dA-\ 
dx^ dx^J 


¥ 


OTt'C to 

car, les g ^tant constants, nous avons 

(59) 


Ldx dx^dx” ^ dx^dx‘dx”j 


DA = — 

to^ dx'dx^ 


Nous pouvons terminer la transformation de (58) en une divergence de 
diverses maniferes ; par exemple, nous &rivons 


(60) 


cA^ 0 (M|) A* 

2 0 A,'* 


im 9 ^ ° L 0 3 3 a;* 3 J 


en effet, si Fon effectue la differenciation dans (6o), on retrouve Texpres- 
sion (58) augmentee de 

r 9 M dA _ dA 3 M 1 

im tdx^dx^ dxv^ dx^ 3 9 J 


et ces termes se ddtruisent dans la sommation, puisque les indices muets I et 
m jouent des rdles exactement Equivalents. 

Au lieu de cette forme (60), on pent aussi adopter la suivante, indiquEe 
par L. de Broglie. 


(61) 


cA^ 0 (M|) 
2 0 


8 7t» c 0 




dA dA 
dx^ dx"' 
dA dA. 


dr dx‘ 




d^A 

dr dr 


Q- 
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Dans cette formule, rappelons que les coefficients gl sont nuk si I est 
different de k, et ^gaux k Tunit^ lorsque Z = A; il est alors ais^ de verifier que 
Texpression (6i) se r^duit k la forme (58); en effet, en d^veloppant le second 
membre, on trouve 


r 0M dA 

. dA 

d*A 1 


0M 

l^dx»dxf dxr ■ 


dix^dxr} 


0*' 


+ 


BA 8M 
dx^ dx^dx’ 


+ A 


3M 1 
dx^dx^dx' j 


dans le second terme, nous avons supprim^ le gl et pris / = A, en vertu de la 
remarque pr&^dente ; mais, dans les sommations, peu importe le nom que 
Ton donne aux indices « muets » par rapport auxquels on fait la somxne ; 
nous remplacerons done, dans la seconde somme, r par Z et s par m; il se 
produit alors entre les deux groupes de termes des reductions qui redonnent 
la forme (58). 

Nous avons done mis nos equations de mouvement sous la forme d'une 
divergence dans Tunivers k 4 dimensions; posons 

(62) T\^MlcA*u^Uu 


ce tenseur represente le flux materiel de quantite de mouvement; reportons- 
nous en effet k la discussion qui aboutit k la formule 52 du paragraphe pre¬ 
cedent ; nous y voyohs que le facteur 




represente, dans Tunivers k quatre dimensions le nombre de particules par 
unite de volume quadridimensionnel; la densite de masse sera done 


0 


et le flux de quantity de mouvement est 

8,Af,«’Mj = K' c^A*Ml u Uk 


qui ne difffere de (6?:) que'^par un facteur arbitraire K'c*, dependant des 
unit& choisies. 

S’il n’y avait aucune tension dans le milieu travers 4 par les photons, le 
tenseur sur lequel porte la divergence (6o) devrait se rMuire k ce premier 
terme ; nous voyons que notre formule contient, outre ce terme, un autre 
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tenseur, que nous appellerons Hi; suivant que nous adopterons les expres¬ 
sions (6o) ou (6i) nous devrons poser 


(63) 


"F" 






dA dA 

dx^ 


A 


d^A 1 
dx’^dx^ \ 




dA dA 

dx' dx' 


A 


d^A 

dx'dx" 


fl 


et nos Equations (57) prennent la forme simple 


( 64 ) 


S 




= 0. 


Le tenseur (63) nous donne le systfeme des efforts ou tensions existant dans le 
milieu traversd par les photons ; ces tensions sont analogues aux tensions 
de Maxwell, bien connues en electromagn^tisme classique; ce sont ces 
forces auxiliaires qui ^quilibrent les variations de quantite de mouvement 
que subissent les photons, lorsqu'ils sont devies de leur course rectiligne en 
traversant une zone d'interf^rences ou de diffraction. 

Notons d'ailleurs que notre raisonnement ne suffit pas ^ fixer la valeur 
absolue du tenseur n**, puisque nous ne le d^finissons que par les conditions 
64, c'est-^i-dire par ses ddriv6es; la composante Hi n’intervient que par sa 
d^riv^e en x\ de sorte que nous pouvons lui aj outer une fonction arbitraire 
des autres variables; et, de fait, les deux expressions 63 ne sont pas iden- 
tiques : la premiere donne des composantes Hue toujours symetriques, 
tandis que cette S5mi^trie n*est pas gen^rale avec la seconde formule. 

Pour bien comprendre le r 61 e joue par ce tenseur, nous aliens le calculer 
compl^tement dans un cas particulier, celui de la reflexion sur un miroir ; 
nous avons vu au paragraphe 10 que Ton a, dans ce probleme, une ampli¬ 
tude 


A^ — 2A sin 


6>a2 

c 




Prenons pour ni la premiere expression (63); les seuls termes non nuls 
sont ceux oil figurent des d&ivte par rapport k x^\ nous devrons done 
prendre A = m == 2 ; mais dans Tunivers euclidien, les g sont repr&entds par 
le tableau (46); si m = 2, tous les g sont nuls sauf ^^2 = — x ^ il ne nous 
restera done, dans notre tenseur, qu'une seule composante 


ni 


8 TT® C 


9^^Y d^A^ 

9 ^ ^2^ 


C® 8 7i:®C 


■]= 


A® V® 

c® ‘ 


(65) 
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Quant au flux de quantite de mouvement T, il ne possfede qu'une seule 
composante, d'indices i,i, puisque le mouvement des photons se produit 
dans la direction Oxii sa valeur est 

mais, d'autre part, nous avons les relations (42) et (47) 


c® = A V v I — w = 


s/i—p*' 


p — “1 


de sorte que 


/c/:\ -ri „ JO _ tooCj,j{.. 

(66) />=—^5-a^a = 4^aocf-^sin «—~ 


Dans les faisceaux incidents/et reflechi R (fig. 13), en dehors de la zone 
d'inteif&encesj A est constant, le tenseur n est complitcment nul, ct le 



tensenr T n’a qu’une composante, parallMe au rayon luminettx ct de 
grandeur 

(67) 

II suifit de porter ces diverses grandeurs sur la figure (fig« 13) pour voir com¬ 
ment s'^quilibrent les flux de quantity de mouvement et les tensions dans la 
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zone triangulaire oil les deux rayons interKrent; les n oil T repr&entent des 
efforts par unit^ de surface normale, et nous nous rappellerons que 


ai=sin0 aa = cos0 


0 ^tant Tangle d'incidence. Le seul point d^licat est relatif k TJ, qui ddpend 
de jVa, et dont la valeur moyenne est 






Nous devons introduire cette moyenne, parce que nous avons n^glig^ de 
tenir compte des franges de diffraction au bord des deux faisceaux incident 
et r^fl^chi; les tensions existant dans ces franges ^quilibreraient les in^ga- 
litfe de TJ. 

Les rfeultats seraient un peu diff^rents si nous avions pris pour les 
n la seconde expression (63); nous obtiendrions toujours pour IIJ la valeur 
(63), mais les composantes 11J et nj seraient des fonctions sinusoldales de 
nulles en moyenne seulement. 

La pression de radiation est transmise au miroir par la composante 
nf de la tension; la valeur (65) redonne bien la pression correcte, si Ton 
multiplie les r&ultats par le facteur num^rique (^q. 39) 


que nous avons omis en (62) et (63), pour ne pas compliquer T^criture. 

13 . Reflexions sur un miroir imparfait, — L. de Broglie a note quelques 
resultats curieux de ses formules, lorsqu'on les applique au cas des interfe¬ 
rences entre deux faisceaux d'intensites indgales ; cela se produit, par 
exemple, dans la region oil se superposent une onde incidente et une onde 
reflechie de faible intensite, donnee par un miroir imparfait. 

Considerons done deux ondes. 


1 

«i* + <Hy ^ 

1 . t (0 (1 

tti* —ajy 



(68) 


c 
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lii 1] est un coefficient infdrieur S. I’unit^ ; ces ondes donnent, par leur super¬ 
position, un systfeme d’ondes stationnaires brillantes et grises. Nous avons. 



besoin, pour nos fonnules, d’^crire I’onde totale soxis la forme canonique 

E = Aq~~'^ 


des calculs ^l^mentaires nous donnent 
(69) -42 = ^ jS (i + yjS + 2 VI cos 2 6) 


avec 


e = 


0) a2 y 
c 



[' 


_ 

C J 2tc 


tg®— 


ces fonnules r&ultent imm^diatement du diagramme vectoriel ci-joint- 
En (69), nous obtenons les franges d’interfdrence, dont I’intensit^ -1® vaiie 
depuis Al (i-|- /i)® jusqu'i un minimtun 6gal k Al (i— y])®. Cherchons la 



LES QUANTA ET L’HYPOTHfeSE DES PHOTONS 


79 


trajectoire des photons; il nous faut pour cela calculer les vitesses 
c'est-i~dire les d^riv^es de 9 : 


(71) 


8q> gj 8y h 

dx ~ ^ c dy ^ 2TV dy 


ou, d'aprfes la relation entre et 6 


3 <D I-Y] l + tg *0 00 

ceci nous donne 

d<i> I — 7) _I_^ _ 

__ I —Y)* _^_ 36 

"" (i + ’l)* cos* 0 + (1 — ^)® sin* 03 ^*^* - 4 * dy 


en tenant compte de (69) 
Nous obtenons done 


(72) 


3? hv 8<p -4i(^ — Y)*) Av 

"ay c 


Les photons ont done une vitesse suivant 0 y, vitesse faible dans les franges 
brillantes (A* max) et 6lev& dans les franges obscures (A* min). En vertu 
de nos formules 37, les vitesses et w, sont 


( 73 ) 


v, = C ai 




ca. 


de sorte que v, reste compris entre les deux valeurs extremes sub 


I— 

mm «. =« — c a 

x + T 


maxv„ 


1 + ^ . 

I—>) 
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on voit qti'en traversant une frange obscure les photons peuvent prendre 
une Vitesse bien superieure k c, r^sultat un pen d^concertant, mais par- 
faitement adinissible ; je dirai m^me qu’un tel r&ultat est inevitable : le 
flux A^Vf, de photons, paralieiement k Oy etant constant, il est ndcessaire 

que varie comme ^, ce qui entralne les resultats (73). 

J'ai trace sur la fig. isTallure des trajectoires des photons, lors du croise- 


M 


M 


Fig. 15. 



ment d'un faisceau Ii et d'un faisceau plus faibJe li; le cas de la 
reflexion sur un miroir imparfait M s’obtiendrait en coupant la figure le long 
dela ligne M M; on y yoit le mecanisme du partage des intensites; les pho¬ 
tons de tombant sur A E vont dans le faisceau transmis IJ; ceixx qui 
tombent sur E C alimentent le second faisceau IJ; le complement d'energie 
necessaire k est foumi par le'faisceau I2. 

Jusqu ici, les resultats sont trfes coherents ; ik deviennent plus curieux 
si Eon examine la variation de la masse apparente definie par Tequation 
(35) f de (69), par un calcul diementaire, les resultats suivants: 
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aA I 
A ~'A dy’‘ 


4-JF^-') [cos2e + Yi^sin»2eJ 
= [(I + V) cos 2 0 +7) cos»2 0 + •/)] 


d'oii 


(74) 


M,= 



= 2 Avaa»] 


jiL 

A^co 


n / 


COS* 2 0 


I + ‘f 
•'I 


COS 2^+1 


Texpression sous le radical est positive, si cos 2 6 est sup^rieur i — •/], et nega¬ 
tive si cos 2 6 est inferieur k —rj; dans ce dernier cas, la masse apparente 
devient done imaginaire ; mais Tenergie est ton jours r^elle et egale khv, 
carM^ n'est imaginaire que lorsque la vitesse p c du photon est superieure k 
c. Les formules (73) nous donnent 


I— P*=a2 



iil 


+ 4 r(^ 

(l—j^(l+ 71” +2v)COS20)*—(l— 

= 4 7)” aj” j^COS* 2 0+ ^ 'Ij -- '* COS 2 0 + I 


d'oh Ton tire aisement 


(75) 


ikf, c» 
\/i —p” 


II n'y a done qu’une conclusion k tirer de cette discussion, e'est que la notion 
de masse Mo du photon est une grandeur assez arbitrairement ddfinie, et 
n'ayant aucun sens physique. Seule T^nergie v du photon est definie claire- 
ment et sans dif&cultes. 

Quant k la vitesse du photon, il semble qu'on puisse sans danger la sup- 
poser representee par les formules (37), d'oh nous avons deduit les expres¬ 
sions (73) dans notre exemple particulier ; cette vitesse est, dans les franges 
sombres, superieure k 0, mais il s'agit ici d'un phenomfene stationnaire ; 
il n'y a nulle part transmission d'un signal 'avec une vitesse superieure k 
celle de la lumifere c, ce qui serait en contradiction avec le principe de rela- 
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tivite. Pour parler d'un signal, il faudrait considerer ce qui se passe au 
moment oil arrive un front d'onde ; cela nous obligerait k dtudier comment 
s'etablit progressivement le r&eau d'ondes stationnaires, et le regime de 
vitesses des photons qui lui correspond ; il n^est pas besoin de faire ce 
calcul pour 6tre certain qu*k aucun moment la vitesse de signal ne pourrait 
ddpasser c, cette vitesse c 6tant celle avec laquelle se propage le front de 
Tonde et les premiers photons guidfe par cette onde. 

14 . Principe d’ind^termination de Heisenberg, — Les formules de L. de 
Broglie, que nous venons d'etudier, peuvent Stre ‘^tendues sans peine k des 
projectiles matdriels (electrons) guid& par les ondes de phase ; les defini¬ 
tions sont k peine modifiees, et les m^mes remarques generates sont encore 
valabtes. 

Cette conception dualiste, avec ondes et corpuscules guides, entraine 
un certain nombre de consequences curieuses, et Vune des plus importantes 
est celle qu'Heisenberg a definie sous le nom de « principe d'indetermina- 
tion ». Nous Texposerons ici, sous une forme etementaire, et dans le cas par- 
ticulier des photons. 

On sait que, dans Tancienne mecanique classique, on admettait la possi- 
bilite de determiner, avec une precision illimitee, les conditions initiates d’un 
systeme ; les lois mecaniques permettaient ensuite de connaitre aussi en toute 
rigueur les positions et vitesses k tout instant ulterieur. En mecanique ondu- 
latoire, au contraire, nous ne pourrons supposer que les conditions initiates 
soient rigoureusement connues ; il subsistera toujours une certaine indeter¬ 
mination, qui differera suivant les methodes de mesure employees; cette 
indetermination aura pour consequence de nous empecher de deduire, en 
toute rigueur, revolution ulterieure du systfeme ; nous ne pourrons calculer 
que des resultats moyens, valables d'une manifere statistique. 

Get enonce peut etre precise de la mani^re suivante ; k toute coordonnee 
q nous savons faire correspondre un moment (ou quantite de mouvement) 
p\ soit Ay Terreur commise dans la determination de g' et A^ Terreur faite 
sur la mesure de p ; si nous essayons de perfectionner nos methodes de 
mesures de fa9on k reduire ces erreurs, nous nous heurterons k une difii- 
culte de principe ; le produit des deux erreurs ne pourra tomber au-dessous 
d'une valeur voisine de h 

( 76 ) Lq,^p'^h- 

Cette limitation nous est imposee par notre conception dualistique de la 
matifere et du rayonnement. 
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Quelques exemples nous aideront k comprendre ce r 4 sultat curieux. 
Consid^rons tout d’abord une onde plane inddfinie, guidant un nuage de 
corpuscules; dans une telle onde, nous savons trfes exactement quelles seront 
les valeurs des quantity de mouvement p des photons, d’aprfes nos defi¬ 
nitions pr^c^dentes; I'erreur A sera pratiquement nulle, mais en revanche 
nous n’avons aucune idfe de la position des photons; nous n’avons pu 
donner k ce sujet qu’un renseignement statistique, et afiirmer qu’en moyenne 
Tlys.KA^ photons par centimetre cube, si ^ est I'amplitude de I'onde; si 



A^ est nul, Agr est infini, et le produit de ces deux grandeuis pent rester 
dans les limites (76). 

Pour pr^ciser 1 erreur, essayons de d^finir la position des photons, et 
pour cela, pla^ons un dcran delimit ant une portion d^onde. Si nous voulons 
determiner une coordonnee y, nous placerons un ecran k bords rectilignes 
infinis comme 1 indique la figure 16. Supposons que I'onde plane tombe nor- 
malement sur cet dcran \ un calcul eiementaire permet de trouver I'ampli¬ 
tude de I'onde diffusee sous un angle a k partir du centre de I'ouverture 0 ; 
si 2d est la largeur de la fente, on trouve 


( 77 ) 


± ' 


• y sin a 


sm 


dy = zad 


fznd . T 


2 izd 


-sma 


X 
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L'intensit^ est maxima pour une deviation nuUe (a = o et = i) et 
d^croit rapidement quand a augmente; le premier minimum est obtenu pour 


(78) 


2Tzd 


sin ai = TT 


sin«,=«^ 


0 

2 ^ V 


II n'y a nulle part une dflimitation nette de Tangle de deviation a, mais une 
d^croissance progressive avec franges de diffraction; prenons, d'une mani^re 
un peu arbitraire, Tangle ai comme mesure de Terreur angulaire. 

Nous avons oblige les photons traverser la fente, ce qui nous d^finit 
leur coordonn^e y avec une erreur 


Ay =2^^ 


Leur quantity de mouvement suivant 0 y ^tait rigoureusement nulle, et 
connue exactement tant que nous n'avions pas mis d'^cran ; mais mainte- 
nant tout ce que nous pouvons dire, c'est que oscille entre les deux valeurs 
H V 

extremes dh — sin aj correspondant aux deviations limites ± “i> dans la 
c 

diffraction ; nous aurons done, d'aprfes (78) 


d'oii 


. , Av . h 

= sin 


Ay A^y=2 A 


r&ultat qui satisfait bien k notre principe d'indetermination (76). La for- 
mule (77) peut Stre transcrite un peu differemment; au lieu d'y faire figurer 

h V 

Tangle a, portons-y la valeur = -y- sin a du moment conjugue k la coor- 
donnee y ; nous voyons alors que Texpression k integrer est 


( 79 ) 


2iri . 27ri 


La probabiKt^ pour que le photon possMe une quantity de mouvement 
et une coordonnfe conjugufe y {h. dy prfes) est alors donnfe par 


n*dy 
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L'expression n est d 6 nomm 6 e a amplitude de probability», ytant Tin- 
tensity ; nous trouvons id, sur un exemple particulier, une formule que les 
mycaniques nouvelles dymontrent d'une manifere trhs genyrale, et qui cons- 
titue rynoncy pryds du prindpe d'indytermination, Considyrons une 
grandeur Q et son moment conjuguyP; Tamplitude de probability sera 
toujours de la forme 


(80) 


n = e h 


P.Q 


d § donnant la density de points reprysentatifs dans un intervalle Q, 
Q + dQ, On voit aussitdt, sur cette formule, que si Ton suppose P parfaite- 



ment connu, 11® est ygal i i, et toutes les valeurs de Q sont egalement pro¬ 
bables ; c'est le cas qui se produisait pour le nuage de photons guides par 
une onde plane indyfinie. 

S'il y a une latitude de variation pour P, comme dans notre exemple 
de diffraction, alors n® dypend de Q, et nous pouvons connaitre la valeur 
moyenne de Q avec une certaine prycision. 

D'autres exemples nous permettront de mieux pynytrer le sens phy¬ 
sique de ces remarques. Considyrons une onde sphyrique convergeant en 
un foyer P; cette onde est supposye limitye par un ycran circulaire de 
rayon R (fig, 17), de sorte que Touverture a est donnee par 

R 

sin a = -y* 

Dans ces conditions, le foyer n'est pas parfait et se trouve entoury de 
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franges; en un point M dn plan focal, situ^ i nne distance y de F, Tampli" 
tude lumineuse est 


/ox >1 T / X 

(8i) 



f 


/i repr&ente la fonction de Bessel du premier ordre; cette formule donne 
un maximum trfes prononc^ pour = o, un zero pour m = 3,832 et des 
maxima de plus en plus faibles lorsque m crolt; soit Mo la valeur qui cor¬ 
respond k Terreur moyenne; pour une lumi^re et une ouverture donn^es, 
cette erreur moyenne correspondra k une distance Yo dans le plan focal 

Xmp /_ cMo 

27 t R 27 rv sin a 


n n*est autre que rerreur A commise dans la determination de la position 
des photons; quelle sera alors Terreur sur le moment ? Nous aurons pour 

h V 

pr toutes les valeurs comprises entre ± ~ sin a 

c 


(82) 



sin a 


AYApr = h 


2 7^o _ 
2 TC 


Ici encore, le produit des deux erreurs est de Tordre de grandeur de h. Quelle 
que soit la mani^re dont nous definirons notre foyer, nous ne pourrons r^duire 
rinddtermination 82. 

On pent varier k I'infini les exemples; Bohr et Heisenberg (^) en ont indi- 
qu 6 un grand nombre; partout le r&ultat est le m^me. Ces remarques jouc- 
ront un r 61 e important dans les applications statistiques des nouvelles m^ca- 
niques ; nous y reviendrons par la suite ch. v, § i et surtout ch. vi, § ii. 

Nous terminerons en montrant comment ce mi^canisme introduit une 
incertitude sur Tenergie, d^s que Ton veut pr^ciser Tinstant t auquel on 
observe les photons ; on sait en effet que Eett forment une paire de variables 
associfes, analogues kP ti Q \ cette parents ressort nettement des formules 
relativistes ^elites aux paragraphes pr^eddents. Nous devons done nous 
attendre k trouver une ind^termination sur E et t, avec la condition 


(83) 


AE. At^h, 


(1) Sur ce point, comme sur tous les sujets trait^s dans ce chapitre, on se reportera au rap¬ 
port du congrSs Solvay, tenu Bruxelles en octobre 1938 (Gauthier-Villars, Paris, 1929). 
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SiE est connu, la frequence v j du train d'onde associ6 est connue 

aussi. Pour supposer la frequence v connue en toute precision, il est indis¬ 
pensable d'admettre un train dbnde illimit^ dans le temps ; si done Terreur 
A E est suppos^e nuUe, I'erreur A t sur Tinstant de passage du photon est 
infinie, ce qui satisfait k la condition (83). 

Essayons de delimiter le temps, et pour cela introduisons une limitation 
du train d'ondes; nous le supposerons commengant en ^ = 0 et s'interrom. 
pant brusquement pour ^ = T = AT t 


/ = 


0 

t 

sin 2 7T — 

T 

o 


t <0 
o <t<T 
t > T 


2 TC 


^ T 


un tel train d’ondes limits peut s’analyser en int^grale de Fourier, et Ton 
trouve (^) 


(84) 



d w sin w 


0 



sin 


n T 
2 


fi'i — oi®* 


(i) Voir par exemplo Sommerfeld, Ann. der Phys.^ t. 44 (1914), p. 186. 

Pour demontrer la forinule (84), il est avantageux dc transformer Ics intdgrales sous forme 
imaginaire 

»+oo 


i 


d n 

— tt 

00 




Nous allons voir quo Tint^gralc portant sur la seconde cxponcntielle donne un train d’ondes 
commengant pour ^==0 et durant ensuite indefiniinent; rexponcntiellc en in {t —T) donne un 
train d’ondcs debutant en i==r et qui vient se retranchcr du precedent, de fagon h. annuler les 
oscillations pour t>T. Prenons, en effet, I’expression 



dans ces formules imaginaires / reprdsente seulement la parlie rdelle de Pint6grale. La dernifere 
integrate est prise le long de I’axe rfiel, pour la variable n; il existe un p 61 e en n = to. Pour i 
ndgatif, nous pouvons ddformer le contour et le tirer k Tinfini du c6t6 ofl n est de la forme -fi 00; 
rintdgrale disparaSt done ; si t est positif, nous tirons le contour du c6t6 — too ; I’int^grale L. 
rinfini disparsftt, mais il nous resto une portion de contour autour du p 61 e w ; le calcul du x6sidu 
donne — st/tcie —ce qui conduit k 

t >0 te—*‘“^«Smto# 


c, q, f, d. 
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L'intensit6 de la vibration de frequence n est done repr^sentde par 


2 


( jV -r r* 

'ilr’/ "4^ 

la frequence « == <0, avec une d^croissance rapide de part et d'autre. Les 
premiers z^ros de I sont obtenus pour 



nT 

2 


= ±7r. 


Nous obtenons done tout un spectre de frequences ; prenons les valeurs 
ci-dessus comme mesure de Terreur sur les frequences 


Aw 




A£ 


2 A 

ir 


Terreur commise sur Tinstant de passage du photon est A ^ = T, d'oii nous 
tirons 

AE A^ = 2A 


ce qui correspond bien k notre formule 83. 

15 . Les photons et la polarisation de la lumiere. — Dans toute Tetude faite 
au cours de ce chapitre, nous n'avons rien introduit qui ressemble k la pola¬ 
risation de la lumiere. C'est, sans nul doute, une omission grave ; nous ne 
pourrons d'ailleurs pas preciser d'une manifere nette quelles proprietes il 
faudrait attribuer au photon pour le rendre capable d'interpreter les phe- 
nomenes de polarisation. Tout au plus pourrons-nous indiquer une analogic 
et preciser la nature des difBcultes. 

Nous avons vu, au pragraphe 5, qu'une transformation de Lorentz, 
appliquee au photon en mouvement, change sa frequence; le changement de 
frequence, ou effet Doppler, se calcule aussi pour une onde electromagne" 
tique, et les deux resultats obtenus sont identiques. Nous n'avons done pas 
besoin d'invoquer Texistence d'un nombre considerable de projectiles de 
frequences variees ; un seul type de photons nous suifira, et suivant qu'il 
sera vu par des observateurs fixes ou en mouvement (transformation de 
Lorentz), ce photon aura toutes les frequences possibles. 


LES QUANTA ET l'hYPOTHE:SE DES PHOTONS 

Examinons de plus pr^s la transformation de Lorentz appliquee k une 
onde electromagnetique ; supposons une onde plane, se propageant suivant 
0 a;, et polarisfe elliptiquement; nous aurons deux composantes oscillantes 

hy et K du champ dlectrique; le rapport nous sert k definir Tellipticite de 
la lumi^re, 

Supposons cette m^me onde vue par des observateurs en mouvement 
suivant Oa;; la transformation de Lorentz modifiera les champs hy et K de 
la m@me maniere; le rapport des deux grandeurs reste constant; TelliptL 
cite de la lumi^re est done un invariant dans cette transformation. 

Si done nous voulons attribuer au photon une propriete qui permette 
d'interpreter la polarisation, cette propriete devra rester invariante dans la 



Fig. 18. 


transformation de Lorentz. Que pourrons-noiis imaginer dans cet ordre 
d'idees? On peut penser k assimiler Ic photon a un corps en rotation ; 
supposons un projectile en mouvement avecla vitessc c dans la direction O x, 
et pivotant sur lui-m^me, autour d’un axe faisant un angle a avec Oa;; si 
nous appliquons k ce corps une transformation de Lorentz, Tangle a rcstera 
inchange ; supposons maintenant un cercie dans un plan perpcndiculaire k 
0 R; la projection de ce cercie sur un plan pcrpendiculaire k Ox nous donne 
une ellipse, qui jouit de proprietes analogues k cellos de Tellipsc dc polarisa¬ 
tion, et reste invariante dans une transformation de Lorentz. 

II y a done une analogie certaine entre les proprietes d’une radiation 
polarisee et celles d'un flux de projectiles en rotation ; les diverses polarisa¬ 
tions correspondent aux divers angles a entre Taxe de rotation et la direc¬ 
tion de mouvement; mais ce n'est li qu'une analogie dont le caractere ne 
peut ^tre precise davantage. 

Un probl^me du m^me genre s'est pos^ en mecanique ondulatoire; 
Thjq)othtee de T^lectron tournant ayant rendu de trfes grands services dans 
Tinterpr6tation des spectres, il s'agissait de chercher la traduction de cette 
propridt^ dans le langage des ondes ; Darwin tenta d'dtablir la jonction en 
introduisant des ondes polarisdes, mais son effort ne fut pas couronne d'un 
succds complet; la solution a dtd trouvee par Dirac au moyen d'unsystdme 
d'ondes simultanees, qui difffere assez profondement du type d'ondes trans- 
yersales auxquelles nous ont habituds Toptique ou Tdlasticitd. 
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Bien des chercheurs se sont prdoccupes de ces problemes et tlLchfereiit de 
prdciser les propri^tes i attribuer aux photons ; notons par exemple une 
6 tude de Proca (^) rdcemment parue ; des raisonnements fort convaincants 
permettent k I'auteur d*aiBnner que les photons, guides par une onde, se 
succfedent k des distances qui sont des multiples entiers de la longueur 
d'onde ; la distribution spatiale des projectiles refleterait done la structure de 
Tonde ; si Tonde est intense, elle entrainera un grand nombre de photons, 
formant une sorte de r&eau spatial assez dense ; on pourra supposer alors 
que chaque photon transporte les champs 61 ectrique et magn 4 tique, et 
on aboutira a une representation discontinue de ces champs. Ces suggestions 
sont curieuses et leur discussion est fort instructive, mais il ne semble pas 
que Ton puisse songer k resoudre, par des images aussi naives, Tenigme de la 
structure de la lumi^re. 


(i) Collection des suggestions scientifiques, Blanchard, Paris (1928); Journal de Physique^ 
t. 10 , 1929), p, 186) C. R, t. I (i 9«8), p. 739; p. 1097. 



CHAPITRE IV 


LA THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE 
DEFINITIONS GENERALES 


1 . Position du probKme. — Nous avons resume les id^es actuelles sur la 
structure des mol&ules et des atomes, et montre le r 61 e important qu'y 
jouent les quanta. II faut maintenant revenir k la question qui faisait Tobjet 
des premiers chapitres, c'est- 4 -dire k Tetude du rayonnement isotherme. 
Les quanta avaient ete primitivement introduits par Planck pour inter¬ 
preter les lois experimentales du corps noir. Les hypotheses de Planck 
etaient assez differentcs de celles que nous avons exposees plus haut. IJ 
semble indispensable de verifier que notre point de vuc redonne bien la for- 
mule de Planck pour la radiation. Pour cela, il nous faudra rappeler quelques 
notions fondamentales relatives k Tinterpretation statistique de la thermo- 
dynamique. Ces definitions de probabilite avaient ete introduites par Gibbs 
et Boltzmann k propos de probiemes continus, c'est-k-dire de corps ou sys- 
tfemes capables d'^voluer en prenant une suite ininterrompue de configura¬ 
tions, dont chacune differe infiniment peu des prec^dentes et des suivantes. 
Tel est le cas de tons les syst^ines m^caniques usuels. Nous nous trouvons, 
avec Tatome de Bohr, rencontrer un probl^me tr^s different, aussi faut-il 
reprendre en detail les definitions et bien preciser la manifere de les appliquer. 
L'atome ou la molecule peuvent exister sous plusieurs formes (ou com¬ 
plexions). 


Si, S2J ... 

nettement distinctes les unes des autres. 
J'appelle 
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les Energies internes totales des diverses complexions. Plusieurs de ces 
valeurs peuvent 6tre ^gales. Le corps considere nc pent done pas varier 
d'energie d'une manifere continue, lorsqu'il est an contact d'autres corps 
ou de rayonnement ; les variations se font par saut brusque, avec emission 
ou absorption d'un quantum h v. 

Consid^rons un corps complexe, renfermant un certain nombre d'atomes 
ou molecules de ce genre, capables de reagir les uns sur les autres. 

Si nous nous donnons les grandeurs macroscopiques mesurables (pression, 
volume, ^nergie totale, composition chimique), nous d^finissons un cer¬ 
tain etat macroscopique A du systeme. Appelons P le nombre des complexions 
qui satisfont k ces conditions. Ces P complexions nous apparaissent 
comme indiscemables pratiquement et forment Tetat thermod3mamique A. 
Parmi les variables qui ddfinissent Tdtat A, Tdnergie interne totale E joue 
un r 61 e important, du au principe de la conservation de Fenergie. Un systeme 
isol6 pent evoluer librement, — ses variables macroscopiques variant, — 
mais r^nergie E restant constante. 

2 . Rappel des definitions thermodynamiques. — R&umons tout d'abord 
brievement les principales notions thermodynamiques, dont nous donnerons 
ensuite une interpretation statistique : 

Une quantiti de chaleur, c*est de Fenergie desordonnee rdpartie entre les 
elements constitutifs du corps (atomes, molecules). Cette energie, pour, le 
detail de ses modifications, echappe a notre contrdle : nous ne suivons que 
son evolution globale et nous ne pouvons pas la recueillir diroctoment sous 
orme de travail ordonne. 

Vetat d'equilibre d*un corps est, au point de vue thermodynamique, un 
etat stable. Au point de vue statistique, nous Je considerons simpIemcMit 
comme Fetat le plus probable, et nous dirons que le corps peut evoluer iiatu- 
rellement vers des dtats instablcs, mais que nous sommes en general inca- 
pables de nous en rendre compte. L'etude des fluctuations et mouvements 
browniens justifie cette conception, 

TempSrature, — A chaque corps en etat stable nous donnons un coeffi¬ 
cient 0, dit temperature, et ddfini par les proprietes suivantes, qui repre- 
sentent les rdsultats des experiences usuelles : 

a) Si Fon foumit de la chaleur k un corps, sans autre modification simul- 
tanee, on eifeve sa temperature ; 

b) Deux corps ayant des temperatures egales et incapables de reagir, 
par voie physique ou chimique Fun sur Fautre, mis au contact de fagon k 
pouvoir echanger de la chaleur, sont en equilibre ; 
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c) Si les temperatures initiales sont inegales (par exemple ei>0,), il y 
aura, aprfes la mise en contact, passage irreversible de chaleur du corps au 
corps Ca jusqu'k egalisation des deux temperatures ; 

d) Au point de vue statistique, nous considerons la propridte ci-dessus 
comme la plus probable, mais admettons la possibilite du processus inverse 
(tr^s improbable), du passage de chaleur du corps froid au corps chaud. 

Ces definitions ne permettent pas, k elles seules, de preciser rechelle des 
temperatures; si Ton a une echelle 0 donnee, toute fonction t = /( 0 ) pent 
etre utilisee aussi bien, si la fonction / a partout une derivee positive. 


Entropie, temperature ahsolue, — Pour preciser rdchelle des temperatures, 
il faut faire appel au principe de Carnot. Prenons un corps dont nous faisons 
varier la temperature de fa9on reversible, en lui foumissant ou retirant de 
la chaleur infiniment lentement, A chaque temperature, le corps sera dans 
son etat stable (etat le plus probable). — Soit d ^ la chaleur foumie, c'est-a- 
dire Taugmentation dE d'energie interne; le principe de Carnot affirme que 
la quantite d S 


(I) 



dE 

T 


est une diff6rentielle exacte ; la fonction S est appel 4 e entropie du corps. 
L’dchelle des temperatures T ainsi d^finie jouit des propri 4 t 4 s a), b), c), 
r 4 sum 4 es plus haut. Elle est la m 4 me pour tous les corps ; c’est I’^chelle des 
temperatures absolues. L’entropie S est, thermodynamiquement, d 4 finie 
k une constante pres. 

Entropie el probaUlite. — L' 4 tat stable d'un corps, a temperature donn 4 e, 
est I’etat d'entropie maximum. — Au point de vue statistique, nous admet¬ 
tons que I’etat stable est I’^tat de probabilitd maximum. Il doit exister une 
relation entre ces deux conditions. L’entropie S dtant une propriety addi¬ 
tive, et la probability n, au contraire, multiplicative, la relation sera de la 
forme 

(2) s — k log n. 

C’est la formule fondamentale de Boltzmann; il y figure une constante 
universelle h ; I’^tude des gaz parfaits pennet de ddmontrer que la valeur de 
k est 
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R 6tant la constante des gaz, dans la loi == 1 ? T, [R = 8, 313 10’ c. g. s. 
par moldcule-gramme], et N le nombre de molecules vraies par molecule- 
gramme, ou nombre d’Avogadro {N = 6,06 10®®). 

8. Definition statistique de Fentropie. — line premiere definition se 
presente aussitbt k Vesprit. Elle fut appliquee par Boltzmann ; c'est celle 
k laquelle on se r^f^re souvent, plus ou moins consciemment. On suppose 
que ious les Hats Slementaives S d*un corps sont Sgalement probables, quelles 
que soient les valours des parambtres macroscopiques, par exemple de Vinergie 
interne, qui leur correspondent La probabilite d'un etat macroscopique A est 
alors donnfe par 



C'est le rapport du nombre des complexions qui reproduisent Tdtat A, 
au nombre m total des complexions possibles. Le nombre m donne, dans la 
formule (2) une simple constante additive, ft log m, qui ne joue en general 
aucun rdle, de sorte qu'on peut la n^gliger. 

Cette definition, qui semble trhs simple au premier abord, soulfeve d'assez 
nombreuses difficult^ ; le nombre total m des etats possibles est le plus 
souvent infini, de sorte que la probability deviendrait nulle. Api*es de nom^ 
breuses discussions, Topinion a prevalu de donner de Tentropie une definition 
statistique, sans parler de probabilitys ; et Ton ycrit la formule 

(2 bis) S =: /e log Pa 

sans constante additive d'aucune sorte ; la constante de rcntropie est alors 
fixde, et la thyorie des quanta permet de dynombrcr exactemcnt les com¬ 
plexions du type A envisagy ; cette derni^re mythode est d'accord avec Ic 
principe de Nernst. 

Comment faut-il compter le nombre de complexions Pa ? Plusieurs points 
de vue ont soutenus k ce sujet, sans qu'il semble actuellenient possible 
de se dycider nettement en faveur de Fun ou de Fautre. Lorsqu'on se donne 
Fytat macroscopique A, on doit naturellement pryciser la valeur de Fynergie 
totale Ej, du systfeme, dans cet ytat A, On peut alors prendre : 

I. Le nombre des complexions qui, tout en satisfaisant aux autres condi¬ 
tions fixyes, prysentent une ynergie E ^ Ex* 

Appelons Pia ce nombre. 
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II. II semble plus raisonnable de ne compter que les complexions dont 
1 energie totale E est ^gale k et non pas comme pr^cMemment toutes les 

complexions d'6nergie inf^rieure k cette valeur ; le nombre de complexions 
sera PaA. 


Ill, On peut restreindre encore le choix et ne considerer, parmi ces com¬ 
plexions d energie Ea, que celles qui reproduisent T^tat le plus probable du 
systeme dans ces conditions ; cela donnera un autre nombre P3A. 

II est Evident que Ton aura toujours 


•PiA ^ PaA > P3A 

mais, pour les systfemes comportant un nombre 6norme de constituants, les 
differences entre ces nombres diminuent jusqu’k devenir imperceptibles. 
L entropie n a, d^autre part, de sens que pour un systfeme complexe de ce 
genre, et les trois definitions seront alors equivalentes. Cette equivalence 
pourra servir de criterium pour la validite de Texpression de Fentropie ; 
dans ses le9ons au College de France, Lorentz insiste sur cette insensibiliti de 
la formule de Boltzmann, 

Nous pouvons en preciser le mecanisme sur un exemple simple [Refe¬ 
rences 49 et 50], supposons que le nombre Pja soit de la forme / etant 
un nombre tres eleve; 1 energie totale E^^ du systeme A sera definie, non pas 
rigoureusement, mais avec une petite erreur on pourra seulement dire 
que retat A possede une energie comprise entre E^ et Ea + AEa; le nombre 
Pa A des complexions possedant une energie a A Pa pres, sera alors donne 
par 

P2A= AP,^==(P^ + AP^)/ —P/^ 

Si le nombre / est enorme, on pourra satisfaire aux deux inegalites 


APa<<Pa et APia>>Pia 
car 


A Pm ( 

Px v “V 




1 = / 


A Pa 
Pa 


/(/-I) 

2 



Le nombre Pja des complexions pr&entant I’^nergie reqnise sera done 
tr^ consid&'ablement sup^rieur au nombre des systfemes ayant une dnergie 
infdrieure ; les definitions I et II seront alors pratiquement ^quivalentes. 
La definition III diff6rera aussi trfes peu des pr6c6dentes. 

• Nous v&ifierons plus loin ces considerations g^n^rales sur divers examples. 
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4 . ProbaWlit^s continues; m^eanique statistique elassique, thfiortme de 
Liouville. — C’est k Toccasion de la m^canique elassique, que furent le plus 
souvent discut^es les m^thodes statistiques ; nous commencerons par r&u- 
mer rapidement les r&ultats principaux, auxquels nous ferons souvent allu¬ 
sion par la suite ; on trouvera les demonstrations precises dans tous les 
traitfe classiques. 

Soit un systfeme matdriel, defini par un tres grand nombre r de para- 
m^tres qiq2 .ce seront, par exemple, les 3 N coordonndes des N mole¬ 

cules constituant le corps etudie ; si Ton veut pousser plus loin Tanalyse, on 
pourra ne pas considerer les molecules comme de simples points materiels, 
mais introduire les coordonnees de tous les atomes et m^me de tous les elec¬ 
trons existant dans le systeme ; nous admettrons que revolution du sys- 
tfeme est regie par les lois de la mecanique elassique. Contrairement k ce 
qu'indiquent les quanta, le corps pourra done prendre une suite continue 
d'etats differant infiniment peu les uns des autres. Pour suivre cette evolu¬ 
tion, il est utile de representer Tetat instantane du systfeme par un point dans 
un espace kzr dimensions, appeie extension en phase ; ce point sera defini 
par les r valeurs des coordonnees ji, et les r valeurs des moments 

correspondants ^1, ^2_ pr- Pourquoi utilise-t-on ces moments, au lieu 

de considerer, par exemple, les vitesses ?i, -? Cela tient a la syme- 

trie bien connue, qui en resulte pour les equations du mouvement, sous 
la forme dite de Hamilton 

■ dH dH 

dp “ dq, 

H {qi qr, pi _ pr) etant la fonction de Hamilton qui, pour les systemes 

conservatifs, se reduit k Fexpression de Fenergie totale. 

L'evolution du systeme etudie se manifestera, dans Fextension en phase, 
par le deplacement progressif du point representatif. Si le systeme est isoie, 
son energie totale reste constante, et le point representatif dccrit une courbe 
sur la surface (multiplicite kar — i dimensions) H = 

Le thSorime de Liouville fournit alors un certain nombre de renseignements 
du plus haut inter^t; supposons que les conditions initiales soient definies 
avec une certaine inexactitude ; on saura seulement que, au temps ^ == 0, 
le point representatif se trouve dans un petit volume d 0 de Fextension en 
phase 

dco = d^iClg'a- dqrdpidpz - dpr, 

iffet, nos methodes de mesures nous permettent seulement de dire 
que la premiere coordohnee a une valeur comprise entre q^ et qi + d q^ et que 
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le moment coixespondant est entre les limites et + il en sera de 
m6me pour les autres q et Le thdorfeme de Liouville permet de demontrer 
qu’au cours de revolution ulterieure du syst^me, le volume d co restera cons¬ 
tant ; les points representatifs, primitivement rassembies dans un espace 
restreint, pourront s'^carter, par la suite, enormement les xms des autres ; 
le petit volume, initialement cubique, s'etendra, se deformera considerable- 
ment, mais son contenu restera invariable. De plus, cette invariance existe 
aussi vis-k-vis d’un changement de coordonnees ; si Ton passe des coordon- 
n^es q k d'autres variables Q, et que I’on prenne les moments P relatifs k 
ces nouvelles coordonnees, on aura 

(3) d6) = d§'i...d^rd^i...,d^r = d<2i... d^,^?Pi...dP, = da. 

Ces demonstrations nous permettent d'af&rmer Legale probabiUte a j>Yioyi 
des diff^rents ^Mments de volume d ci 6gaux, contenus dans une m6me couche 
d'^nergie P (k d P prfes). Supposons que nous observions un grand nombre de 
systfemes identiques, dont les points repr&entatifs soient a Linstant initial 
uniform^ment r^partis dans toute la couche E ; d'apres le theoreme de 
Liouville, nous pouvons aifirmer que cette repartition uniforme per- 
sistera par la suite, la density des points representatifs sera toujours 
la mSme. La repartition uniforme jouit done d*une stabilite particu- 
lifere, et nous pouixons prendre le volume d'une region Cl quelconque de 
Lextension en phase comme mesure du nombre des complexions correspon- 
dant ; nous ^crirons par exemple 



La mecanique classique ne peut rien nous apprendre sur le nombre a, 
qui intervient comme facteur de proportionnalit6 dans cette formule; 
nous verrons plus loin que la mecanique quantique conduit k poser a = hr, 
et k admettre que Lextension en phase est divisee en cellules de gran¬ 
deur hr. 

5 . Hypoth^se ergodique. — On a voulu 6tendre ces r&ultats, et obtenir des 
renseignements plus pr&is que ceux fournis par le th^or^me de Liouville* 
Consid^rons un systfeme qui ne possMe pas d'autre int^grale premiere uni¬ 
forme que celle de I'^nergie; Boltzmann a 6 mis Tid^e que ce systfeme serait 
ergodique : une trajectoire quelconque, prolongee ind^finiment (vers le futur 
comme dans le pass^) couvrirait uniform^ment la couche E d'extension en 
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phase, en passant infiniment pres de chaque point de cette couche. Au lieu 
d'une trajectoire unique, on pent aussi consid^rer un faisceaude trajectoires 
issues d’un petit volume dco d^extension en phase, au temps ^ = o; c’est alors 
VhypotMse qmsi-ergodique, 

Malgr^ son caractfere de grande vraisemblance, cette hypothtee n'a 
pu Stre d^montrde rigoureusement jusqu'i present. Elle pr&ente un trhs 
grand int^r^t, c'est de permettre de remplacer les moyennes prises dans le 
temps et pour un groupe de systfemes donnes, par des moyennes prises pour 
une repartition uniforme de systemes trfes nombreux, sur toute la couche E, 
E + dE, Cette hypothese pent se transcrire dans lelangage desprobabilites 
discontinues, comme nous le verrons plus loin ; elle revient k admettre qu*au 
cours de son evolution naturelle, un systfeme donn^ passe en moyenne le 
m^me temps sous chacune des formes (d'energie E donnee) sous lesquelles 
les quanta lui permettent d'exister. 

Considerons rh3q)othfese quasi-ergodique fnous devons suivre revolution 
d'un grand nombre de systfemes, dont les points representatifs sont, au 
temps ^ = 0, rassembies dans un petit volume d <o. Supposons que, k inter- 
valles reguliers, nous notions les positions de ces systemes dans Textension 
en phase; nous admettons que ce syst^me de points remplira toute la couche 
E, E + d E, et sera partout egalement dense. II n'est pas question d'affirmer 
que la loi de repartition instantanee tende, lorsqu'on observe k un instant 
de plus en plus eloigne, vers une repartition quelconque, par exemple la 
repartition uniforme. II y a in^me tout lieu de croire qu'une telle tendance 
ne pent exister. Les lois elementaires d'actions mutuelles entre molecules, 
atomes, etc., sont des lois reversibles. On pent aussi bien, dans Tobservation 
d'un syst^me, inverser le sens du temps. Si done une tendance quelconque 
d'evolution se manifestait, pour un certain signe du temps, la tendance 
inverse s'observerait en changeant ce signe. Mais la repartition moyenne, 
telle que nous Tavons definie plus haut, tend vers une limite qui est la repar¬ 
tition uniforme. C*est, du moins, ce que nous prenons comme hypothfese 
essentieUe. 

Cette repartition uniforme est d'ailleurs infiniment plus probable que 
toute autre, de sorte qu'elle sera presque toujours realisee ; ceci ressort du 
fait que, pour un corps comprenant un nombre dnorme de constituants 
elementaires, les trois definitions de Fen tropic (§ 3) sont pratiquement 
equivalentes, de sorte que le nombre P3A de complexions correspondant 
a la repartition la plus probable est k peine inferieur au nombre PgA de 
toutes les complexions d'energie totale donnee. Si I'on part done d'une 
repartition arbitraire des constituants, repartition correspondant k p com¬ 
plexions (et k une entropie s = ft log j>) on pourra dire que revolution 
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normale se fera vers des ^tats plus probables d'entropie 61 ev^e, la valeur 
limite de S ^tant felog PgA,* mais il reste assez d^licat de ddmontrer ce 
r&ultat (thdor^me H de Boltzmann) de mani^re precise; la difficult^ 
provient du d^terminisme complet admis en m^canique classique. 

Cette difficulte disparait dans les nouvelles m^caniques, pour deux raisons 
dif£6rentes : tout d'abord, il y a une ind^termination inevitable des condi¬ 
tions initiales (Heisenberg, voir ch. in, § 14) ; ensuite la mecanique ondula- 
toire ne prdcise pas la loi d'evolution d'un syst^me isoie, mais nous donue 
seulement sa probabilite d'dvolution ; nous discuterons ce point plus loin 
(ch. VI, § 11 ) et montrerons comment se demontre alors le theorfeme H de 
Boltzmann. 

6 . Invariance adiabatique de O; definition de I’entropie. — Nous avons vu, 
d’apr^s ces quelques remarques, comment on appr^cie le nombre des com¬ 
plexions eiementaires, lorsqubn se place au point de vue de la mecanique 
classique. La surface E = Pa, dans Textension en phase, limite un certain 
volume interieur O ; ce volume interieur nous donnera une mesure du nombre 
Pi A des complexions dont renergie est inferieure ou egale k Pa; nos deux 
premieres definitions du § 3 s'ecriront done (d'aprfes la formule 4, § 4). 

= k log d) — k log a P, = ~ 

3 O I 1 3 

.S'. = /elogg^A£-Hog« P,= - A O =A/<. 

Ccs definitions n'ont de sens que si <D est un invariant adiabatique : 
si ret at du systeme est defini par les coordonnees de toutes ses moldcules 
constituantes, et comprend on outre un parametre 5 susceptible de varier 
tr^s Icntement, nous pouvons au moyen des equations de la mecanique, 
decrire coinpietement revolution du systeme, lorsque ^ se modifie; dans 
ces conditions, il y a du travail recucilli sur le parametre <^, renergie du 
systeme est modifiee, mais rentropie doit rester invariante. 

Il faut done demontrer que le volume q> interieur k la surface Pa est un 
invariant adiabatique; si ceci est realise, le volume AO compris entre les 
surfaces Pa et Pa + A Pa sera, lui aussi, evidemment invariant. 

La demonstration de rinvariance adiabatique de O a ete donude par 
P. Hertz [Reference, 6], mais cet auteur s'appuie sur riiypothese ergodique, 
car il remplace la valeur moyenne (dans le temps) de I'energie cinetique 
par sa valeur moyenne pour une repartition uniforme dans la couche A P. 
Sans pretendre donner une demonstration rigoureuse, nous pouvons cher- 
cher k rattacher ce problfeme k celui des invariants adiabatiques de la 
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th 4 orie des quanta. Supposons un systfeme m^canique oil Ton puisse 
s^parer les variables ; k partir des coordonnees initiales .. ,qr on pourra 
former un jeu de variables sdpardes Qi - • • Qr] les int^grales suivantes sont 
alors des invariants adiabatiques. 

I^ = ^P^dQ^ .... Ir=j^PrdQr. 

Mais que repr&ente, par example, Tintegrale ? Ce n’est autre que Taire com¬ 
prise dans le plan Pi k Tint^rieur de la courbe qui represente revolution 
du systfeme pour ce jeu de variables; c'est doneTintegrale de dPid^i, prise 
a rinterieur de la courbe E. Faisons le produit des divers 7 , et nous obtenons 

d< 3 id (22 ... dg^dPi ... dP, = <D. 

<D est, d'autre part invariant dans le passage des coordonnees q aux Q ; e'est 
aussi un invariant adiabatique. 

La remarque precedente est mSme peut-Stre une demonstration generale 
si Ton en croit les travaux de Cherry [Ref. 47]; cet auteur affirme que tout 
systeme mecanique stable est necessairement quasi-periodique; mais il 
n'existe en general aucune rfegle simple pour trouver les variables Qf.Qr qui 
permettent la separation; ces variables pourront se presenter d'une fagon 
extremement differente, pour des conditions initiales m^me tr^s voisines; 
on con^oit que, dans ces conditions, les integrals I qui sont constantes pour 
chaque mouvement donne n*aient aucune relation simple avec les coordon¬ 
nees usuelles ; ce seront des integrales du mouvement, mais elles ne seront 
pas uniformes ; la seule combinaison de ces integrales, dont la signification 
persiste toujours, est leur produit qui redonne le volume <D; et nous voyons 
ainsi que ce volume est un invariant adiabatique. 

7 . fiquilibre de deux corps au contact, dgalite des temperatures. — Ces 
considerations nous suf&ront pour I'etude d'un probieme general: soit un 
corps C, compose de deux constituants Ci et Cg, au contact, et complfetement 
isoies de Texterieur. Ces corps peuvent echanger entre eux de la chaleur, mais 
sans exercer Tun sur Lautre aucune action physique ou chimique. Leur 
energie totale reste constante 

Je veux chercher la repartition la plus probable de renergie entre les 
corps Cl et C^. Je suppose connu, pour le corps Ci, le nombre Pj (Ei) de 


( 6 ) J1.J2 
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complexions 61 ^mentaires, qui correspond k chaqne valenr possible Ei de 
r^nergie du corps. 

Les valeurs possibles sont snppos&s former une suite discontinue 
EIE\...E\ . * 

Je suppose connus, de mfeme, pour le corps C2, les Energies internes 
possibles et les nombres Pa d'dtats el^mentaires qui y correspondent. 

Je puis alors chercher quels sont les ^tats des corps Ci et Ca qui satisfont 
k la condition indiqufe 

Pi + Pa = E, 

Je forme le nombre P de complexions correspondant k une dnergie Pi 
du premier corps, le second ayant P — Eii ce nombre est dvidemment 

(7) P = Pi(Pi)Pa(P-Pi). 

Cette formule n'est d'ailleurs valable que si j'admets Tindependance 
complete des deux syst^mes; le nombre Pi (Pj) des etats du premier corps 
Cl ne doit aucunement dependre de T^nergie Pg de Cg ou de toute autre 
grandeur d^flnie par Cg. 

Quelle sera la repartition la plus probable de Tenergie entre les deux 
corps Cl et Cg? 

Pour repondre k cette question nous allons supposcr : 

I® Que les differences d'energie A Pi entre deux dtats elementairos 
consecutifs du corps Ci sont petites; 

2^ Que les nombres Pi (Pj) et P.^ (Pa) des 6tats elementaires, d'energic* 
totale El ou Po, peuvent, avec une approximation sufiisante, fitre repre¬ 
sent es par des fonctions continues, differentiables des variables Pi, Pg. 

J'appellerai corps normal tout corps qui satisfait k ces deux conditions. 

La repartition la plus probable est alors donnee par le maximum de P. 
La condition de maximum s’^crit : 


dlogP 
dP 


ou, en tenant compte de la condition 


(9) 


dPi = —dPa. 

3 log Pi aiogPg 

8Pi 0Pa 
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Cette condition nous d^finit Tetat le plus probable pour les deux corps 
en contact. Elle determine les valeurs 

JRm rvi 

correspondant k la repartition la plus probable de renergie entre Ci et C2. 
Reportons-nous aux definitions thermodynamiques. 

Lorsque les deux corps sont en etat d'equilibre (ou etat le plus pro¬ 
bable), leurs deux temperatures sont egales 


La temperature absolue est ddfinie par la relation (i) 

I a Si 

De sorte que la condition thermodynamique s'ecrit 


(10) 


as, asa 
as, a£‘a ■ 


Comparons cette relation (lo) k celle que nous donne le calcul des pro¬ 
bability (9) et nous voyons que, pour chaque corps, le logarithme du nombre 
P des yats y^mentaires, qui correspondent i un dtat macroscopique donnd, 
joue le rdle de I’entropie de cet 4 tat. Nous sonunes ainsi ramends 4 notre 
dquation de definition. 

(2 bis) S= klog P, 


oil P reprdsente le nombre des complexions d’dnergie donnde (§ 3, ddfini- 
tion II). 

La relation suivante d’obtient en comparant ( 1 ) et (2 Sis) 


aiogP 
dE ~ kT 


elle ddfinit la tempdrature pour laquelle I'dtat macroscopique considdrd 
(d’dnergie E) est I'dtat le plus probable du corps dtudid. 

8* — Thermostat. Ensemble eanonique de Gibbs. — Nous voulons main- 
tenant prdciser quel sera I'Hat d'un corps dont la iempiraiure T est pixie. 
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Ayant defini Tetat le plus probable du corps, a temperature donnee, nous 
cherchons la probability des autres ytats du corps. 

Nous nous placerons dans les conditions qui, exp^rimentalement, defi- 
nissent le probl^nie : nous supposerons le corps Ci i etudier place dans un 
thermostat Ca. Le thermostat est un gros reservoir de chaleur, k tempera¬ 
ture T, C'est dire que T^nergie totale du thermostat est supposee enorme, 
trhs grande devant toutes les variations 


que nous considyrerons. Nous supposons en outre, comme aux paragraphes 
5 et 6, que les deux corps Ci Ca ne peuvent exercer aucune action Tun sur 
Tautre, en dehors des ychanges de chaleur. Nous verrons plus loin des examples 
d^exceptions aux formulas ytablies ici; ces exceptions se produiront lorsque 
pour une cause quelconque le nombre des complexions d’un des deux corps 
Cl ou Ca dypendra d'un parametre de Tautre. 

Dans ces conditions, nous pourrons developper log Pg, en serie de Taylor, 
en nous bomant au premier terme. D'apres (ii) nous trouvons 


Ce qui donne 
(ii bis) 


A log Po = A Pa. 

P, = P,e . 


Le thermostat est naturellement suppose un corps normal, pour lequel 
les dyrivations et integrations sont permises sur le nombre Pa. 

Le corps Cj pourra ^tre quelconque, aussi anormal que Ton voudra. 
Nous supposons seulement que nous connaissions la serie 

E\.., E\.,, 

des valeurs que pout prendre son ynergie interne, et le nombre Pi des 
configurations qui ont Tenergie totale Ei; le nombre des cas ou le corps Cj 
(en contact avec Ca) possfede une ynergie interne s’yerit (d’aprfes 7 et 
II 6/s) 

Ms. 

(12) P-PiPa=Pl(Pi)^^>^^' 

Mais nous avons 

APa-Pa-^r-^r-Si, 

puisque rynergie totale Pi+ *^2 ^st supposye constante. 
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La probabilite d'une energie EU s'obtiendra en prenant le rapport du 
nombre des configurations P ci-dessus, an nombre total N des complexion 3 
correspondant k T&ergie totale E, 


p pm 


El”* — El 

e * 2 ’ . 


ce que je puis ^crire 

'll—-El' 

( 13 ) Jl,=^Pi{E[)e kT , 

cj; ^tant un coeflBicient convenable, fonction de T. 

Ce ccefl&cient ^ se d^terminera par la condition que la somme des proba¬ 
bility n<, soit ^gale k i 




( 14 ) 

SPx(E‘)e =1, 

< 

(14 bis) 

0 kT=-ZPi{E{)0 kT 


Les signes S se transforment en int^grales pour les probl6mos continiis. 

Ces formules sont celles que Gibbs posait a priori dans son traite. Planck 
fait constamment usage de la formule (14 bis) ci-dessus, et domic k la somme 
Z qui figure au second membre le nom de « somme d'( 5 tat»(Zustandssumme). 

Nos formules permettent de former, pour un corps C aiissi anormal que 
Pon voudra, Pensemble canonique de Gibbs, c'est-i!i-dire de dcfmir la proba- 
bilite relative des diffdrentes complexions du corps, lorsquc celui-ci cst place 
dans un thermostat. 

Ce thermostat pourra fitrc ryiis6, en pratique, par unc enceinte vide 
renfermant un rayonnement isotherme ; le r&ultat final s'< 5 noncera alors 
ainsi : 

Tout 4 tat interne E du corps est, k tempyature T donn^e, affects d'un 
coefficient de probability 

4 > — E 

(15) w = e * . 

Le sens de ce coefSicent de probability depend du sens que nous aurons donnd 
k la probability elTe-myme. 
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Si nous admettons, avec Einstein, que la probability correspond ci la 
durde relative d'un etat, nous devrons considerer que, k tempdrature T, 
la dur^e relative d'un ytat microscopique elementaire est donnde par le 
coefficient de probability tsr. 

Nous pouvons retrouver Texpression classique du potentiel thermodyna- 
mique ^ en fonction de Tentropie ; dans ryquation (14 bis), rempla9ons le 

(Ei) 

nombre de complexions P {E{) par Texpression yquivalente e ^ nous obte- 
nons 

_ __ ^i—TS (Ei) 

(14 ter) e 

Mais pour les corps usuels, comportant un tres grand nombre de constituants, 
les tenues de la somme du second membre prysentent un maximum extr^- 
mement accentuy pour une certaine valeur ^(r), qui est Tenergie normale du 
corps k la tempyrature T ; ce terme est tellement plus grand que les autres, 
qu'on pent le conserver seul; la formule se reduit alors k 

( 16 ) 4 = E{t) — T ^{T)- 

Verifions ccci sur un example ; supposons, comme k la fin du para- 
graphc 3, que le nombre des complexions d’energic inferieurc ou egale k E soit 
de la forme E^, le coefficient / otant cnormc ; le gaz parfait sera un cas de cc 
genre. Le nombre P (EJ dcs etats qui presentent Tencrgic Ei k d pres est 
alors de la forme fE'-^dE; rintegrale (14 bis) s'ecrit 

_JL /'*“ / 

e *■■'■= e d/i =//(/e2’) . 

0 

Passons aux logarithrnes, et utillsons la formula de Stirling [avec deux 
termes log/! =/(log/—i)] ct nous obtenons 

4--//or[iog(//.r)-^i], 

Mais, dans la somme ci-dessus, on voit facilcment que le maximum est 
extremement prononce pour la valeur de Tenergie la plus probable k la 
temperature T, qui est E (T) = (/— i)kT ^ fkT; k cette dnergie E (T) cor¬ 
respond un nombre de complexions E {Ty et une entropie 


S (T)-A/logE (T) -A/log/A r 
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Comparons ce r&ultat S. I’expression 4 * st nous retrouvons bien 


if = E(T) — ^•5(r)* 


Ces r&ultats ne sent, on le voit, que des r&ultats approch&, valables 
seulement pour des corps pr&entant un trfes grand nombre d'atomes, de 
moMcules, ou de rdsonateurs de radiation. L’entropie ne peut d’ailleurs 6tre 
d^finie avec certitude que pour des corps de ce genre, puisque ce sont les 
seuls pour lesquels les trois definitions du § 3 soient equivalentes. Si Ton 
voulait parler de I’entropie d’une molecule ou d’un petit nombre d’entre 
elles, il faudrait choisir entre les trois definitions. 

Tout comme I'energie E et I’entropie S, le potentiel therraodynamique 
<|i jouit de la, •propyiSti additive. Si je mets au contact deux corps 0 % et Cj 
de m^me temperature, le potentiel tp de I’ensemble est la somme des poten- 
tiels 4)1, et 4/a des deux corps ;ceci suppose naturellement qu’aucune reaction 
ne puisse se produire entre ces corps. Soient El, El ... E\... les niveaux 
d'energie de Cj et ... E^ ... ceux du corps Ca; d’aprfes la defini¬ 

tion (14 bis) nous avbns 

4i e { 

Zi = e~ kT =-S.Pi{E\)& kT et Za=e A:'’=SPa(£0e k'l\ 

< f 

Mais, pour I’ensemble Ci-fCa, les niveaux d’energie possibles sont 
donnes par toutes les combinaisons El+El, et les nombres correspondants 
de complexions sont Pi Pa; done 

4* .^1+ Ej ^ 4)1 4)« 

Z=e~ kT =-s:-ZP,{E{)P^{E{)e kT =& kT e kT. 

Ce qui nous conduit bien la relation cherchde. 4 ' <Stant dgal i 41+4/2. 

9. Energie moyenne d’un systdme d temperature donnee. — Soit un 
systdme, par example discontinu, capable de prendre une suite d’dtats 

Sj, Ea • • • • I!fli 

dont les energies internes soient 
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La fonction <|j, i temp&ature T donn^e, est d^finie par la relation 

(14 bis) 2 = ^Tt =:.'ZPi 

L’^nergie moyenne s^obtiendra par la relation 


Ei 


(17) 




_^ 

x:p,e 


Pour former la seconde expression, on a remplac^ < 1 » par sa valeur tiree de 
I’equation pr^cddente ; le d^nominateur de la fraction n’est autre que 

_+_ 

e A jf . Mais le num^rateur pent s'&rire 

_ 1 . 

0e ftr Sir 


ftr) /ef) 


d’oil la formule gdn^rale 


(17 bis) 


E-- 


SlogZ 




Prenons, par exemple, im corps (r&onateur de Planck) capable de 
prendre de I’dnergie par grains 6gaux i q (quantum) ; les diS^rentes valeurs 
de r^nergie seront done 

£1 = 0 , Ei = q, £3 = 25 '... E„={m — i)q... 

La formule (14 bis) donne 

_4|_ _ 9_ _A£. I 

(18) ir==® ftr=i + e ftr + e ftr + ...=-—. 


I—e 


d'oii, d'aprte (17 bis) 


(18 bis) 


E = 


dZ 




esr — i 
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Posons g' = A V, et nous retrouvons la formule de Planck. Le raisonnement 
a et 4 pr&ent^ sous cette forme par Jeans (^). 

Si Ton fait tendre vers z6ro la grandern: q du quantum, I’energie du vibra- 
teur tend vers la limite k T conforme 41 ’^quipartition. Ceci se produit aussi 
pour toute valeur de q, k. haute temperature. 

Nous pouvons aussi examiner le cas d’un vibrateur qui ne pourrait 
prendre que deux dtats d’energie, o ou q. Ceci correspondra h la statistique 
de Fermi-Dirac, que nous etudierons plus loin en detail; dans ce cas 


^ = I "b o 


g 

*2* 


E = 




g 


+ I 


Dans ces deux exemples, nous avoiis du adinettrc que le nombrc de 
complexions P (^) etait egal k Tunite, pour chacun dcs ctats possibles ; 
c'est dire que nous considerons les grains d’energie q (ou photons) coininc^ 
indiscernables les uns des autres. 

Ce point etant important, nous insisterons un peu; supposons que nous 
ayons N grains d'energie, tous de grandeur q, inais quij nous puissions dis- 
tinguer par une autre propriete ; dans ce cas, nous pourrons faire de div(‘rs(*s 
manieres un choix de m parmi ces N grains; le nombrc-de ces choix sera 


N\ 


ml(N m )! noinbre de complexions c<jmport.aut m grains ; 

cette hypoth^se modificrait completement nos r&ultats, xmisqu’on aurait 


= I + N 6“^ *2’ H- *.. + 


N\ 


m ! {N — m )! 


^ mil 

‘ 0 Tt 


Nous voyons done que, pour obtenir statistiquement des formules en 
accord avec rexp&ience (Planck), nous devons explicitement udmctti'e 
me tous les grains d'energie q sont indiscernables entre cux. 

Les raisonnements pr&edents supposaient quo les deux corps Ci ct Cg 
contact ne pouvaient ^changer que de rdnergie ; supposons quhin dchaiigti 
matifere puisse aussi se produire ; soit le nombre d'atoines d’uno cer" 
ne sorte contenus dans Cx et le nombre de ces atomes pour ; le® 
mbres de complexion et P^ seront des fonctions dc deux variables 


(i) Jeans, Report on radiation and quantum theory. 
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Pi (Ni, Ei) et Pa (iVa, Pa) I raisonnement tout semblable k celui du para- 
grapbe 7 nous donnera alors deux conditions pour T^tat le plus probable 

I 9 log Pi 9 log Pa I 9 log Pi 9 log Pa 

ajTi “ aPi sPa kT^ • aiVi “ aiVa 


la seconde condition etant due au fait que le nombre total Ni = N 

des atomes est suppose donn6. La d^riv^e ^ n'est autre que le potential 

chimique du corps Ci, vis-k-vis des atomes ; appelons oci et aa ces potentiels 
chimiques. 

Nous pourrons supposer que le corps Ca est un tr^s gros reservoir 
d'atomes en meme temps qu’un thermostat de sorte que, pour de petites 
variations 8 ATj et S Pi, on puisse ecrire 


et un dtat 

N I = A^]w “h ^ I ^ ^I = — ^ ^2 

= 8Pi = -™SP3 


du premier corps, au contact avec ce reservoir, se trouvera affecte d'un 
cocflicient de probabilitc 


rcsultat qui generalise la formule 15. 

L’exemple traite plus haut, sous le nom de resonateur de Planck, pent 
aussi se concevoir on admettant que le nombre de particules d'dnergie q 
soit limite, et soumis k une restriction de ce genre; lorsque le corps prendra m 
grains nous aurons 


BE = qm iVi — 

et dans la somme (18) nous ven'ons figurer 


_ Q_ 

Z == I + e 


+ 


+ o 
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dans ces conditions, le nombre moyen de grains pris par notre corps sera 


I 



et r^nergie moyenne 





10 . M6thode de Darwin et Fowler. — Nous voyons, sur ces cxempies, 
rint6r^t que prdsente le calcul de la soxnme d’6tats Z de Planck ; elle 
permet d'obtenir imm^diatement les valeurs moyennes de T^nergie ou de 
toute autre grandeur, en ^vitant les difficultds relatives k la definition 
statistique de Tentropie ; an lieu de chercher les r< 5 partitions les plus 
probables, on cherche les valeurs moyennes. C'est ce que Darwin et Fow¬ 
ler ont trfes nettement raontre sur une serie d'exemples, qui illustrcnt la 
g^n&alit^ de la mdthode. 

Consid^rons, pour commencer, deux ensembles ^ et J 5 de vibrateurs de 
Planck ; le quantum des premiers est q^, et celui des seconds qt,; soient 
Na et Ni les nombres de vibrateurs des deux types, et E Tenergie totalc 
donn^e. 

Une repartition de renergie entre les vibrateurs sera connuc, si Ton se 

donne les nombres -... de vibrateurs du type qui posst*dent 

0, I, 2 ,- r ,, quanta et les nombres _. de vibrateurs h 

ayant o, i,.., s... quanta. Ces nombres devront satisfairc aux relations 

— Urqa + ZiS b,qt,:==^ E, 

Combien de repartitions diff^rentes, du type prdc^dent, prouvons-nous 
former? Leur nombre est donn6 par le nombre des pexmutations de iV« 
objets en groupes a^ai ... Ur et de Ni, objets en groupcs &«, ... A,...; e'est 

done 

NJ _ Nb\ 

cCq ! Gi>i 1 .. • ci>f 1 «•«• bo\ b\ 

Le nombre total des complexions d'< 5 nergie E s’obtient on faisant la 
somme de tons les nombres relatifs i des repartitions particuliferes. 

t liOrinbA 
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les nombres ar 6tant soumis aux trois conditions dcrites plus haut. Nous 
pouvons id introduire les sommes d'etat et Z* 

Z.= l + /“ + A+ -^-7- 

I — 

Zi = I + /* + + ... =-^^“77* 

I — 


La variable z remplace Texpression e ^ , et simplifie T^criture des for- 

mules. Pour les Na r&onateurs a et les Nj, rdsonateurs 6, nous formons 
Texpression 

Z = Zf^ = (I + + z^^-{i + + z^^^ 

d^veloppons les puissances des series infinies qui figurent dans cette 
expression, en appliquant la formule bien connue des polynomes ; le terme 
g^n^ral n'est autre que 


Na ! Nt ! Jl r ar Qa + ^ s ba Qb 
Uar\Ub,\^ 

la somme C que nous voulons ^valuer est done, dans ce developpement, le 
coefficient du terme en ; utilisons les formules des r^sidus et nous pou¬ 
vons mettre ce rdsultat sous la forme 


(19) 





T 


dz 

■^FFT 


Tintdgrale dant prise sur un petit cercle y qui entoure I'origine (^), dans le 
plan complexe z. 

Supposons que nous voulions chercher Tdnergie moyenne prise par les 
r^sonateurs A ; ce sera 


V, (Sra,9a)iVJiVJ 
• Uar\Ub,\ 


(i) On sait que si Ton intfegre, sur ce cercle y, tous les termes en donnent z^xo^ sauf le terme 
en dont I’intdgrale est 2 n: les formules, telles qu’elles ont 6t6 ^CTites, supposent impUcite* 
ment que E est un entier, c*est-&."dire que Ton a pris une unit6 d*6nergie telle que les deux quanta 
fondamentaux qlgb s’expriment par des nombres entiers. 
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un raisonnement analogue au precedent nous montrera que C Eji n'est autre 
que le coefficient de dans le developpement de Texpression 

j z ~ (I + /” + . I (I + z *‘ + ... )^‘ = iv, 2 log Z„. 2?. 

de sorte qu'une formule de residu nous donne 


( 20 ) 



Y 


cl 

dz 


l()gZ„. 


dz 


Ces expressions integrales, qui dcfinissont C ct C E^y sont rigourouses; 
mais nous pouvons en faire une evaluation approchee, on utilisant une 
methode dlntegration complexe connuc sous le nom dc methode dc col 
Considerons Texpression ^ integrer dans la formule (19) qui donne C ; cette 
expression est infinie pour = o et 2: = i et pr&cnte un minimum sur Taxe 
rdel, au point 


— {z-^'-^2f«2r‘)=o. 

Soit a: = 0 le point ainsi d(5fini. Nous prendrons comme cerclc d’intdgra- 
tion Y, autour de Torigine, un cerclc passant par cc point; cn vertu des pro- 
prietes des fonctions complexes, on verifiera aisement que le module de la 
quantite k integrer disparait extraordinairement vitc lorsqu^on s*eloigne clu 
col J2f=:0. Cette disparition est si rapide que, dans Tintdgralc qui ddfinit 
C Ea, le voisinage de ce col nous interesscra scul; nous ferons sortir du signe 
somme les fonctions k variation lente, et ( 5 crirons 



Y 


Tintdgrale restante n'est autre que C, de sorte que nous obtenons 

(20 bis) = log2,. 

(i) L. Biullovin, Am, Be, Norm, Sup., t. 33 (1916), p. 17; 

P. Debye, Math, Am, t. 67 (1909), p. 535; Siiz, her, Bayr, Akad, Wiss,, 1910. 
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Revenons a requation qai nous donne le col J8: == 0, par une condition de 
minimum ; si nous y portons les valeurs des et Z^, nous obtenong 


0—Jef I 0— X * 

La valeur 0 correspondant au col est celle qui nous d^finit la temperature 
T pour laquelle I’energie la plus probable du S3reteme est egale k E 

I 

0 = Tf ; 

faire rinlegration au voisinage du col, c'est un procdd^ math^matique exac- 
toment equivalent k celui que nous avons employ^ prec^demment, et qui 
consiste k remplaccr un syst^me isole d'energie totale E par un syst^me au 
contact d'un thermostat T, dont la temperature est telle que Tenergie la 
plus probable soit E, 

La formule qui nous donne Ea s'ecrit alors 

p dlogZ. 

^*-^•77 TT 
( kTj 

et devient Tequivalent de notre formule pr^cedente (17 bis), Cette m^thode 
de Darwin et Fowler est tr^s gdndrale ; nous Tavons expos^e ici sur un cas 
simple, oh les syst^mes materiels sont des r^sonateurs de Planck ; elle 
s’applique aussi bien k des syst^mes quantifife quelconques ; je renverrai 
aux mdmoires originaux pour ces extensions. 

11 . Fluctuations d’6nergie, — Nous avons trouvd la repartition la plus 
probable de rdnergie entre deux corps Ci et Ca au contact ; nous pourrons 
aussi chercher les fluctuations autour de cette repartition. Nous supposerons 
pour simplifier, que le corps Ca est un thermostat (§ 8) ; ce corps ayant un 
tr^s grand nombre de complexions ^Idmentaires voisines les unes des autres» 
nous pourrons le traiter comme continu, et lui appliquer les formules du 
§ 6 ; nous prendrons pour Tentropie la seconde definition du § 3 

(5) S-Slog-^ 4 £ P=i|| 4 £ = #,.dE, 
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Soient Ei„ et les valeurs les plus probables des Energies de Ci et 
Cj, et c r&art instantan^ 


El — Eifi, -(- s El — Em E 

le nombre P de complexioiis de I’ensemble, qui correspond i une valeur 
comprise entre e et e+d s est alors 

( 21 ) d P = Pi (Ei„ 4- s) -pi {Em — s) d e 

Lorsque les &arts b ne sent pas trop grands, nous pouvons 4crire les d^ve- 
loppements en s^rie de Taylor 


logPi = logPi„ + 

log^a = log^ss„.— 


91ogPi», , e» 0aiogPj„ 
dEi 2 0£i* 

dlogj 5 i„ 

dEi ■*■••• 


+ ... 


Nous gardons les teimes jusqu’au second ordre pour le corps Cij mais pour 
le thermostat C* I’approximation du premier ordre suffit largeraent; nous 
avons d’autre part, par definition 


aiogPj„ I 0*iogPi„ I ®(r) I dT 

dEi kT dEi^ -k dEm kr^dEm 

0Pl 

Or, la ddrivee ^ n’est autre que la chaleur specifique c, k volume 
constant. Nous obtenons done 

£ _ C* 

logPi = logPi„.+ ^— OU 

le rafime calcul, pour le thermostat, donne simplement 

£ 

Portons ces expressions dans la formule ( 21 ) et nous obtenons 


dP = Pi„^,„e 


(22) 
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c’est le nombre de cas oil T^cart prend la valeur e ; en integrant {^) e* d P 
et divisant par Tintegrale de d P, nous obtiendrons la valeur moyenne 
qui s'^crit 

(22 bis) = Cl kT^ 

Le carr^ moyen des fluctuations d*6nergie est done extraordinairement 
petit, k cause du coefficient k qui y figure. 

Revenons k la definition du potentiel thermodynamique de Gibbs (§ 8) 
et voyons quelles corrections ces calculs nous permettent d'apporter k la 
formule (16). Nous devons, d'aprfes (14 bis), trouver par le calcul de la 
somme 

_ Ej 

e *^'=SP(£,)e 

Mais, d’apr^ I’expression de obtenue plus haut 

Ej Em _ 

Pe *'^'=P»e e car Ej = P„ + e. 

Done : 

_i{i_ r 6^ 

e * = P« e * J o “ d s. 

L'exponentielle sous le signe somme devient negligeable pour les valeurs 
de e encore tr^s petites, k cause de la triis petite valeur du coefficient k 
Nous pourrons done int^grer entre — 00 et + 00, ce qui nous donne 

__ 

e ^ e ^ 2 TT c /c , 

ou, en passant aux logarithmes, 

^ = -hT (logP„ + log v/2 Jt Cl A ). 

Or, nous avions pos (5 (§ 3, definition II) 

5 = AlogP„. 

De sorte que la formula correcte, qui remplace la formule 16, est 

= r(s„—5o), 

avec 

(23) —So = Alogv/2TeCiA!r*. 


(i) Note annexe j?, formule r8 
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Cette correction So est absolnment n^gligeable k cause de FextrSme peti- 
tesse du coefficient k qui figure en facteur. On a en effet k = 1,4 On 

se convaincra ais6ment, en prenant des exemples numeriques, que le loga- 
rithme du radical est petit en valeur absolue ; suivant les cas il est posi- 
tif ou n^gatif, mais sa valeur absolue ne peut d^passer quelques unitfe ou 
dizaines. S® disparalt donccomme iO”^®approximativement;ilestd'ailleurs 
bien Evident qu'une expression de la forme k log k tend vers z^ro lorsque k 
tend vers z^ro. 

C*est bien le r&ultat que nous avions annonc^ k la fin du § 8. 


12 . Fluctuations du rayonnement. — Les raisonnements precedents ont 
6 t 6 etablis par Einstein (^). pour appuyer une etude trfes penetrante sur le 
mecanisme des lois du rayonnement isotherme. Nous allons resumer rapi- 
dement son point de vue ; imaginons un volume F, vide de matiere, mais 
parcouru par les radiations ; ce volume fera partie d'une enceinte k tempe¬ 
rature T, L*energie des radiations de frequence v (k d v pres), contenues dans 
le volume V est, d^aprfes la loi de Planck 


(24) 


E = V 


8 7 U A V® 



dv. 


L'energie de cette portion du rayonnement est tres petite par rapport k celle 
du systeme entier, qui jouera le r 61 e d'un thermostat. Nous pourrons 
appliquer la formule (22 bis) du paragraphe precedent, pour evaluer les 
fluctuations d'energie dans le volume V, pour la frequence v. 

On trouve facilement 




dE 

dT 


= F 


8 7 u A V® d V 

c® 


kT^ 


h V 


I 


;tv 

/IV 

e /c 7’ — I 

(e * — 1)“ . 


ce qui peut se mettre sous la forme 


(25) 


=zh^E 


c® E^ 

8 Tc V® d V F ’ 


Le resultat de ce calcul est curieux, car il fait apparaltre deux termes distincts, 
Fun proportionnel k Fenergie E, et Fautre en E®. Nous avons suppose que le 


(i) Cf. Lorentz, Legons du College de France^ p. 41 et 71; Einstein, Congth de Physique 
vay d Bruxellest Gauthier-ViUars, Paris, 1912. 
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rayonnement isotherme dtait r^gi par la loi de Planck ; nous pourrions aussi 
essayer ce que donnent les autres lois rappel^es k la fin du second chapitre* 
La loi de Wien, nous Tavons vu, repr&ente une approximation correcte pour 
les trfes hautes frequences, elle ne foumit dans les fluctuations que le pre¬ 
mier terme A v £; la loi de Rayleigh, acceptable pour les tr^s basses fre¬ 
quences, ne donne que le second terme. La loi de Planck se presente, ici 
encore, comme la synthase de ces deux approximations extremes, et conduit 
k une evaluation complete des fluctuations. 

Comment interpreter les deux termes de la formule 25 ? Le plus facile k 
comprendre est le second ; il represente, tout comme la loi de Rayleigh^ 
le resultat des theories classiques ; les fluctuations qui en resultent sont dues 
k la nature ondulatoire du rayonnement. En chaque point du volume V 
se croisent k chaque instant une multitude dbndes de frequence v, dirigecs 
en tous sens et present ant des phases quelconques. Ces ondes interferent 
entre elles, et forment un reseau capricieux d'ondes stationnaires, changeant 
k chaque instant. Deux ondes de meme periodc, d'amplitudes et 
donnent des interferences dont Tintensite (densite d’enorgic) varic depuis 
{ai+a2y, aux points oh les ondes s'ajoutent, jusqu'h {a ^—Ih ou les ampli¬ 
tudes se retranchent; Tintensite moyenne est ai+al. Si les amplitudes 
et ai sont multipliees par un facteur 5, renergie E sera multipliee par ; 
les fluctuations d’energie vaiieront aussi comme ; Icur carre sera done 
augmente proportionncllemcnt k s^, e’est-h-dire k E^. Perfectionne et etudie 
do plus pres, cc raisonnement permet de retrouver tres cxactement le second 
terme de nos fluctuations, avee son coeilicicnt numerique complet. 

Quo peut alors significr le premier terme, proportionnel k renergie E ? 
Tmaginons le rayonnement comme corpusculairc, ct compose de grains dc 
grandeur Av; le nombre moyen de ces grains, dans le volume 7 , sera evi- 
dt'mment 

E 

^ aT 

Mais il pourra se produire des variations, le nombre de grains k un instant 
donne sera n + ct diflerera d'un petit nombre m de la valeur moyenne. Si 
Ton suppose les grains independants les uns des autres, on peut calculer, 
par les r&gles classiques de probability, le carre moyen de Tdcart m, et Ton 
trouve (^) 

(26J ce qui donne = A®v° = AvE 

(i) Nous donnerons plus loin ce caloul, comme cas particulier d’un raisonnement plus gendral 
(chap. VI, § 6, 6q. 33). 
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La conception des grains d'^nergie, ou photons A v, ind^pendants les uns des 
autres, interpr^te done tres simplement ce type de fluctuations. Nous voyons 
ici que ni la conception ondulatoire, ni la conception corpusculaire ne suf- 
fisent k Texplication des lois du rayonnement. La verite nous sera donnfe 
par une loi intermediaire, dans laquelle les corpuscules h v s'associeront en 
plus ou moins grand nombre pour former des sortes d'ondes r^guliferes ; 
et ces grains d'energie accoupUs nous permettront de retrouver les deux 
termes de fluctuations de la formule 25. 

13 . Exemple de statistique elassique ; gaz parfait. — Nous aurons k trai- 
ter, k propos des quanta, toute une s 6 ne de probl^mes qui se ranafeneront k 
des evaluations de repartitions de grains entre un certain nombre de cases ; 
nous commencerons par exposer le plus simple de tons. Soit un volume 7 , 
dans lequel nous voulons placer N molecules monoatomiques ; le hasard de 
la distribution portera sur les positions et sur les vitesses de ces molecules. 
Nous definirons Tetat d'une molecule k un instant donnd, par sa position 
{x, y, z) et sa quantite de mouvement py, p^ ; il y a done 6 grandeurs 
ind^pendantes, et cet etat instantane pourra ^tre repr&ente par un point 
dans une extension en phase k 6 dimensions [x, y, z, p^, py, p,) ; nous suppo- 
serons Tindependance complete des molecules ; e'est dire que leur volume 
sera n^gligeable, de faQon que la pr&ence d'une molecule cn un point nc 
gdne aucunement pour en placer une autre, meme tout pres; nous admettrons 
aussi que ces molecules n*ont d'action Tune sur Tautre que pendant des 
temps trhs courts, au moment des chocs ; nous ndgligerons done en gen( 5 ral 
leur energie potentielle reciproque. 

Pour ramener le probl^me de la repartition des atomes k un cas simple 
d'analyse combinatoire, nous pourrons supposer Textension en phase divisde 
en un trfes grand nombre d’^ldments, extrfimement petits, tous ^gaux entre 
eux; soit a leur volume commun. Ce qm nous int^ressera, dans la distri¬ 
bution des atomes, e'est de savoir combien d'entre eux auront une dnergie 
cindtique comprise entre deux limites voisines Ei et Et + A Et] ceci cor- 
respondra k une quantite de mouvement p totale comprise entre pt et pt + A 
avec 


(27) £, = 4 — AEi== — PfAPi 

Cette condition nous ddfiuit, dans Textension en phase, un volume limitd ; 
nous Tdvaluerons en ddcomposant Textension en phase en une extension en 
configuration {x, y, z) et une extension en moments ; poxxr la premifere, la 
condition fixde est que la moldculerestedans Penceinte, le volume disponible 
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; V. Dans I’extension en moments, la condition 27 ddfinit une couche 
idrique = de rayon pt et d’^paisseur son volume 

; 4 n p\ A p^. Nous obtenons done, dans I'extension en phase, un volume 

(28) <S>t = V /^^tpl^p^ 

le nombre gi des cellules a sera, approximativement 

(28 bis) S'* = — = -^ 4 w A jSij 

G> (A 

ur chercher la repartition des moMcules entre les differentes vitesses, 
us considdrerons une s^rie de couches du genre precedent, emboitdes les 
es dans les autres; les valeurs des energies cinetiques seront Ei, .... 

.(avec LEi=:^ —£<) et les nombres de cellules correspondantes 

• gi3 .Une repartition particulifere sera d^finie par les nombres 

^a,.... ... de molecules dont les points representatifs seront tombes 

ns les couches ci-dessus. 

II nous faut compter, pour appliquer les probabilites, le nombre de 
.nieres differentes dont on peut realiser la repartition globale prevue. 
>us commcncerons par supposer que les N molecules k distribuer sont 
itcs distinctes les unes des autres, puis nous retablirons, la fin du 
cul, Icur identitc. Nous devons d*abord partager les N objets distincts, 

groiipcs de w,, -w,-,.., de toutes les famous possibles. Le nombre 

cos operations cst donne par la formule des arrangements avec repd- 
Lons (*) 

N! _ 

Ui! n^! ,,,. fii! ,,., 


snons inaintenant les ni molecules distinctes ; nous devons les rdpartir 
Iiasiird entre les gi cases de la couche dtant donnd Tindependance des 
>ldculcs, nous pouvons placer chacune d'elles dans Tune quelconque des gi 
ics, ce qui donne, au total g?* repartitions distinctes; dans Thypothfese 
> moldcules toutes distinctes a priori, le nombre P des repartitions du 
le fii, s'obtient en multipliant entre eux les nombres de rdp?''- 

ions dans chaque couche, soit 


(39) 


P = N/U 

i 


Si"* NI 
nj ~ , 


W| / 


(x) Note annexe 3, formule 7* 
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a probability W s'obtiendra en divisant ce nombre par le nombre total des 
ypartitions de tons genres ; ce nombre total est dvidemment en appelant 
7 la somme de tons les nombres gt, c'est-k-dire le nombre total des cases; 
lone 


(30) 



NJ „ 

<D" V / 


'ai pose O = ^ repr^sentant le volume total d'extension en phase envi- 

;age. Lorsque les cases a sont extr^mement petites, la probability W devient 
lone indypendante de leur grandeur ; il n'en est pas de mSme du nombre des 
complexions P. 

L'hypothfese des molecules toutes distinctes a priori n'est pas adyquate au 
Droblfeme, puisque nos molecules sont de m^me nature ; si nous retablissons 
cette similitude, nous constaterons que, parmi les P repartitions, un cer- 
;ain nombre sont identiques. Supposons, par exemple, que nous observions 
me repartition dans laquelle nii cases sont occupees chacune par une mole¬ 
cule; en contiennent deux,_m^en contienneiit s; le nombre des mole¬ 

cules est 

JV = H- 2 m2 +_ sm» 


Dans notre procedy de repartition, nous aurons compte separement, comme 
iistinctes, les 


repartitions qui ne diffferent de la prycedente que par des permutations des 
moiycules entre les diverses cases (^) ; si nous voulons avoir le nombre P 
des rypartitions distinctes, il nous faudra chercher, parmi les P repartitions 
:i-dessus, toutes celles du type prycydent et diviser ce nombre par Texpres- 
3 ion (31). 

Cette identification des moiycules, apres coup, nous oblige done k detaillcr 
.a nature des diverses complexions P, afin de distinguer celles qui com- 
nnrfpnt des cases occupyes par plusieurs moiycules k la fois. 

'--''unique classique, on pent heureusement simplifier ; la grandeur a 
leut ytre choisie aussi petite que Ton veut, piiisqii'elle reprysente 
'tifice de calcul; nous choisirons done a asse2 petit pour qu'il 
is plus d'une moiycule par case ; Texpression (31) se ryduit alors 


i application dirocte de la formule 7 (annexe a) des arrangements avec r^pdti- 
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k N!; et le nombre P des complexions, dans Thypothfee des molecules 
identiques, est 


(29 bis) 




N! 


nj 




nil 


le nombre total des repartitions sera divise par le m6me facteur et deviendra 
-^au lieu de de sorte que la probabilite W restera inchangee (1). 


14. 6az parfait; ^tat le plus probable; comparaison de diverses ddfl- 
nitions de Tentropie. — Cherchons maintenant la repartition la plus pro¬ 
bable ; nous admettons que le nombre total N de molecules est donne, ainsi 
que Tdnergie totale U 

U — 'E, El Ui 

i 

Appliquons la formule de Stirling (Note annexe 2, formule 14), en rempla- 
9ant log n! par n (log n — i) et nous obtenons 

log W = N [log N — log G — ij — S 7ti flog ni ~~~ h^g g, — i] 

(32) . i 

log P' = — S Hi [log ni — log gi — I] 

Si nous passons de la repartition ni k une autre peu differente + S nt, 
la variation de log P' sera 

S log P' = S S Hi [log gi — log Hi]. 

i 

Nous devons dcrire que cette variation est nulle, en tenant compte des condi¬ 
tions auxiliaires 


Pour utiliser ces deux relations, nous les ajouterons k S log P' aprfes les avoir 
multiplides par des facteurs arbitrages — a et — p, et nous ^crirons 

SlogP' — q(.^N — p 8 l 7 =:ZI 8 ;ji [log gi — log Hi — oc — p JSJ o. 


(i) La validit6 de la division par NI a fait Pobjet de tr6s nombreuses dimensions entre Planck, 
Ehrenfest, Einstein, Schrodingcr [Ref. 19, 20, 23, 41, 53, etc.]. Le raisomiement ci-dessus me 
paralt ^claircir d^finitivement ce ddlicat problFme, et montre nettement dans quels cas la 
division par N! esc justifi6e. 
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Chacune des parentheses doit Stre nulle, pour que la variation totale soit 
toujours nulle, done 

(33) log = a + P £■, «, = g-, e-“ —P 

Si nous comparons cette formule avec celle etablie pr&edemment (§ 8, 
6 q. 13), nous constatons une identity complete; nt est le nombre de molecules 
dans retat d'energie et gi represente le nombre des complexions corres- 
pondant k cette dnergie (c*etait P {Et) dans nos preeddentes notations). 

Cette comparaison nous apprend que p est dgal k ; quant au coeffi- 

dj 

cient a, il remplace le terme en nous 6tudierons plus loin le sens 
exact de ces deux grandeurs a et 

La formule (33) nous redonne la loi classique de Maxwell pour la repar¬ 
tition des vitesses d'agitation thermique des mol&ules. II < 5 tait indispen¬ 
sable, dans toute cette deduction, comme dans nos raisonnements du § 8, 
d*admettre Thypothfese classique de Tind^pendance des molecules. Ce pre¬ 
mier exemple concret va nous permettre de comparer les formules de 
definition de Tentropie, precis&s au paragraphe 3. Prenons d'abord la pre¬ 
miere definition, qui fait intervenir le nombre Pi de toutes les complexions 
dont Tdnergie totale est inf^rieure ou dgale k la valour U ; pour evaluer cc 
nombre nous proedderons comme il a 6 t 6 indique au § 4 (formule 4) ou § 6 
(formule 5); nous prendrons Textension en phase k 6 N dimensions (au lieu 
de celle 6 dimensions du paragraphe 13), Les 6 premiers axes {xi x^ pi p^ p^) 
correspondront k la premiere molecule, les 6 suivants k la seconde et ainsi 
de suite ; ce choix suppose une distinction a priori des molecules ; aussi 
serons-nous obliges, pour identifier ces molecules entre ellcs, de diviser par 
N!, tout comme au paragraphe pr^c^dent (^); la grandeur des cases ou subdi¬ 
visions de Textension en phase sera au lieu de a dans le cas de 6 dimensions- 

La surface d'dnergie XJ a pour Equation, dans Textension en moments 
(3 N dimensions) 

+ . p^^^zmU 

en appel ant m l a masse commune des molecules ; e'est une hypersphfere de 
rayon v/2 mU, dont le volume interne est 

C [7, mXJ) 2 . 

(i) On transposera facilement les remarques faites au § 13 sur la validity de cetto division; 
h. une case a occup6e par 3 points reprfisentatifs, dans Textension k 6 dimensions, correspondrait 
une case plac 6 e k 6 gaie distance de a groupes de 6 axes (relatifs k 3 molecules) dans I’hypcr- 
espace k 6 N dimensions, et ainsi de suite. 
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Lorsque le nombre N est trfes grand, on pent obtenir pour C une valeur appro- 
chfe 


logC = ^[log|^+i]. 

Dans I'extension en configuration, le volume est ; nous obtenons done 
comme volume ® d’extension en phase, et comme nombre de complexions 

a. 

a> = CV^{ 2 mU) ^ P, = -^rfrf 

En employant la formule de Stirling, nous obtiendrons I’entropie 

logiV/ = iV'(logiV —i) 

(34) 

Le nombre Pj des complexions dont Tenergie ne depasse par U se prdsente 
done comme proportionnel k . une puissance tr^s 61 evee de T^ncrgie ; les 
remarques faites k la fin du paragraphe 3 nous montrent que les deux pre¬ 
mieres d<!finitions de Tentropie sont alors tout k fait ^quivalentes. 

Nous somines maintenant en mesure d’appliquer aussi la troisi^me defi¬ 
nition, oil figure le nombre des complexions qui correspondent k la reparti¬ 
tion la plus probable. Ce nombre nous est donne par les formules (29 bis) 
(33); c'est-Jl-dire, avec Tapproximation de Stirling 

(35) logP3 = S^^4 [log gc — log + i] = S [p £< + a -l-i]. 

i 

Pour achever le calcul, evaluons a au moyen de la relation 

V -a lil 

iV = SM, = e-«Sg / e = 

—“ F /2ww\I- 

«\ p / 

done 

P JL I 

a = log-^^ (2 a car 


(36) 
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Nous avons, dans ce calcul, utilise la formule (28 bis) et la relation 16 (note 
annexe 3). Nous obtenons alors 

Ss = A log P 3 = A iV (a + l) + ft p f7 == A iV -h 

3 

puisque Tenergie cin^tique totale du gaz U est ^gale k-^NkT, r^sultat clas- 

sique que nous retrouverions facilement sur nos fomiules. Cette dernifere 
expression est identique k celle de la formule (34), et nous verifions ainsi 
Tidentite des trois definitions de Tentropie. 

Nous reviendrons aussi sur le calcul du potentiel thermodynamique 'F, 
ce qui nous permettra de justifier les affirmations du paragraphe 8. Si nous 
partons de Fexpression de Fentropie, et utilisons la relation thermodyna¬ 
mique, nous trouvons 

(37) c/—feivr(a+1). 

Nous allons chercher comment ce rfeultat peut se retrouver, au moyen du 
calcul des « sommes d'etat » de Planck. Considerons d'abord une molecule 
isoiee, dans un petit volume v, k la temperature T ; la probabilite pour quo 
cette molecule ait une energie cinteique Ei est donnee par Fexpression 

(^q- 33-36) 

a-, = g,e—“1 —avec • aj = log-1 (2 

Comparons k Fequation 13 (§ 8) ; Fidentite est complete et nous donne la 
relation 

{37 bis) — kT oLi 

Calculer en formant la somme d'etat ou evaluer ai suivant Fintegration 
qui nous a donne la formule (36), c'est exactement la meme operation. 

Juxtaposons maintenant N boites separees, chacune de volume v ct 
contenant une molecule, et formons la fonction 4 de cet ensemble ; nous pro- 
cederons exactement comme il a ete dit la fin du paragraphe 8 , et forme- 
rons la « somme d'etat » globale 

jL Ji- f 

e— ft r = n 6“- ^ T == ft T J 


ir) 
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On s'attendrait k retrouver Texpression 37, ce qui ne se produit pas. En pre- 

V 

nant pour chaque boite un volume v = le volume de Tensemble est bien 

^gal i 7 , et a reprend la valeur (36), mais le ^valu6 par la «somme d'dtat» 
(37 difffere du potentiel thermodsmamique T. Ce paradoxe apparent 
s*explique sans trop de peine. J'ai insists prdcddemment sur le fait que la 
somme d'etat ne fournit une Evaluation correcte du potentiel thermodyna- 
mique que pour un corps composE d'un trEs grand nombre de molEcules. Or, 
en 37 et ter) nous avons calculE la somme d'Etat pour une molEcule 
isolEe, puis juxtaposE simplement N de ces molEcules; tout cela ne suffit pas 
k constituer TEquivalent d'un gaz rEel. 

Pour y arriver, nous supposerons que les volumes v attribuEs d'avance k 

V 

chaque molEcule sont trEs petits devant le volume moyen finalement dis- 

ponible par molEcule. AprEs avoir calculE la somme d'Etat pour une molEcule, 
puis juxtaposE les N petits rEcipients v contenant une molEcule chacun, 
il nous faudra distribuer au hasard les N boites v dans le volume V; soit 

V 

M =—; le nombre de distributions clifferentcs realisables est 

V ’ 

c'cst un prohlcme de repartition dc N objets dans Af cases; la somme d*Etat 
relative au gaz coinplet, ainsi constituE s’Ecrira done 


e 


aj7'=nU 


ct nous aliens voir qu'cllc nous redonne bien unc evaluation correcte du 
potentiel thermodynamique 'F. Appliquons la forinulc de Stirling ct nous 
obtenons 


logN = 


= iVlog- 




-Miog. (i— 


car nous avons supposE que N est trEs petit devant M ; portons cette valeur 
dans la formule prEcEdente 


vp 

kT 


= 2v|^log {2 nmk + ijj 
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ce quinous redonne exactement le m6me r^sultat que le calcul direct (^q. 37) 
Cet exemple montre le genre de precautions qu’il faut prendre, pour appli- 
quer correctement les definitions generales. 


15. Rappel de quelques formules thermodynamiques classiques. — Nous 
avons deiinirenergie totale U d’un corps et son entropieS, etudions mainte- 
nant les conditions d’equilibre de deux corps en contact, dans differentes 
conditions. Si ces deux corps ont des volumes donnes, et ne peuvent echanger 
que de I’energie, nous avons vu que I’equilibre thermodsmamique (ou etat 
le plus probable) etait obtenu lorsqu’on avait 


(38) 


Ti — Tg ou 


0 Si 3 Sa 

^u^- du^- 


Supposons maintenant que ces deux corps distincts soient au contact de 
fafon i exercer I’un sur I’autre une pression; nous aurons, en plus de la 
condition (38), la relation d’egalite des pressions 


(39) 


Pi 


dvi ~ dvi 


Nous pouvons supposer que les deux corps peuvent, en outre, ^changer un 
certain constituant chimique ; admettons que ces dchanges se fassent k 
volume total constant, et par voie reversible; soit dm^ le nombre d'atomes 
du Ir^ constituant, que nous ferons passer du corps 1 au corps 2. Les deux 
corps sont au contact d’un thermostat qui definit la temperature T ; la 
quantite de chaleur foumie par ce thermostat est 


!«-(■ 


dU^ dU^ 
dmu 


dmfy 

et doit 6tre egale kll -|^ — 4^ 
equilibre; nous aboutissons done k I’^quation 
a^i sTg 


d ith 


(40) 


(^»l = -oTT- = 


a w* dmt 


d mi, pour qu’il y ait reversibilite et 


r=U — TS, 


(Til est ce qu’on appelle le potentiel chimique du constituant k, k volume cons¬ 
tant; la fonction Y est le potentiel thermodynamique i volume constant (’). 


anil raisomiement sous son aspect thormodynainiquo: on poun-ait 

fin avecleur SOUS statistiquo; o’est cc quo nous avons osquissO 

la On du p^graphe 9 pour le oas de deux corps au contact, t volume total constant 

et energie totale oonstante (pas de thermostat). voiumu lotai consianr 
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Au lieu d'operer k volume constant, nous pourrions op 4 rer k pression 
constante ; nous auiions alors deux corps dans un thermostat oii la pres¬ 
sion serait maintenue constante, ^gale ^ ^; la condition de r^versibilite serait 


T 


( dS, 

Kdnik 


dS, \ 

dmj,) 


d^w* = d 



+ P 


8 Fa 

dnif, 


dUi 

dmu 



diitk 


qui nous donne T^galit^ des potentials chimiques k pression constante 

/ X ddyi 80 a 

( 41 ) dnije 

ces potentials v) sont les deriv&s partielles de la fonction 

(42) ^ = U — TS + pv 

que nous appellerons potentiel thermodynamique k pression constante. 
Ces denominations tiennent au fait suivant : Tenergie U dtant une fonction 
du volume, de Tentropie, et des nombres m* d'atomes des divers consti- 
tuants, sa differentielle totale s'dcrit 

(43) di/ = -^-dt + rd 5 + s|^dw.. 

Pour le potentiel 'F, nous obtenons 

(44) dT = — pdv — S dT + 'ZyLk d iiu 

k 

qui nous montre que est une fonction de v, T, m* tandis que O sera une 
fonction de p, T, 

(45) dO==vd^ — SdT -|-Sr)ftd m*. 

k 

Pour le gaz parfait, nous avons trouv^ les valeurs suivantes: 

1 (« + !•) 

2 Y = —Aivr(a 4 -l) 

3 <D = — kN To, car pV — N hT 

V ± 

4 a= log—(2 T) a . 
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Dans il faudra substituer a par son expression 46,4 en fonction de V,T,N\ 
et dans ^ nous devrons remplacer a par sa valeur en fonction de p, T, N 

kT JL 

(47) a = log-^(2rcwAr)a. 

Nous pouvons completer ces r&ultats en donnant les valeurs des potentiels 
chimiques [a et v] 

(48) (* = |^=_Ar(«+i + iv|^)=-Ar« = ^ 

(49) 4 — g^V— JV 

puisque dans ® nous devons remplacer « par I'expression (47) qui ne depend 
pas explicitement de N. 

$ est done une fonction directement proportionnelle au nombre N, ce 
qui facUitera beaucoup son usage. Quant i la relation (48) nous la retrouve- 
rons aussi dans les nouvelles statistiques. 






CHAPITRK V 


STATISTIQUES QUANTIQUES 


1. Introducfion des quanta; 6I6ments finis d’extension en phase. — Dans 
les raisonnements pr&^dents, la division de I’extension en phase en petites 
cellules de volume a n’dtait qu’un artifice de calcul; et nous avons dfi sup- 
poser, au moment oh nous rendions toutes nos moldcules identiques entre 
elles, que les cellules a dtaient infimiment petites, de fa 9 on it ne jamais 



contenir plus d’un point reprdsentatif. Or nous allons voir que les conditions 
de quanta fixent la grandeur des cellules, qui doivent 6tre de volume h pour 
un prdblfeme k un degrd de libertd, et A’’s’il y a r degrfe de libertd. Ceci nous 
oblige k poser, dans le problfeme du gaz parfait, par exemple, a = h^; les cel¬ 
lules dtant de dimensions finies, le raisonnement est i reprendre entiferement. 

Voyons d’abord, sur quelques examples, la forme des cellules et leur 
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grandeitr. Soit un oscillateur lineaire, de frequence v; appelons x la coor- 
doiinde et j> le moment. Les equations du mouvement sont 

(i) ^ + ■£'«» = 27 u2 v® m x^ + pz=mx 

2 frl 


E, dnergie totale ; Ep et J?,, Energies potentielle et cin<5tique. 

Avec les quanta, les seuls mouvements possibles sont ceux pour lesqueis 
Tenergie totale est de la forme nhv{n entier). Dans le plan x, p, qui reprdsente 
ici Textension en phase, le point repr&entatif parcourt la courbe (i), qui est 
une ellipse ; la coordonnee x oscille entre + a et— a, et le moment p varie 
de— bk + b (fig. 19). 

a = — 4 / ^ - 6 = \/ 2,m^nh. 

y 2 m V 

La surface de Tellipse est 

(2) Tz ah ^ nh. 

Si done nous prenons la suite des trajectoires w=i, 2,3.,., elles nous donnent 
une famille d'ellipses concentriques, emboitdes les unes dans les autres ; 
la surface comprise entre deux ellipses cons^cutives forme uno case d'exten- 
sion en phase, de grandeur h, Au lieu de placer les points representatifs an 
hasard, en n'importe quel endroit de Textension en phase, nous devrons les 
disposer dans Tune des cases, ou plus cxactement sur rune des ellipses ; 
deux points plac& sur la in^me ellipse seront indiscernablcs. 

Considerons maintenant une particule assujettic k sc deplaccr sur xine 
ligne 0 Xj entre deux rep^res distants de ; lorsque la particule vient cogner 
centre un de ces repferes, elle rebondit, avec changement de signe de son 
moment p ; I'extension en phase se reduit k un plan a;, p ct la trajcctoire est 
un rectangle de largeur (fig. 20). La condition de quantification s'dcrit 


(3) 



2 = n h. 


L'aire du rectangle est ^ A; leur suite d^limite une s(Srie de cases, de grandeur 


h, dont chacune est compos^e de deux bandes de largeur 
triquement au-dessus et au~dessous de Taxe 0 x. 


h 

2I1 


situdes symd- 


La moldcule prdeddente pourrait se trouver libre de se ddplacer dans un 
volume paralldlepipddiq^ue rectangle, la longueur du c6te Ox dtant Zi, etles 
c6tds Oy, Oz ayant les dimensions et Z3. A chaque choc contre une paroi 
perpendiculaire kOx\^ moment p^ change de signe; il en sera de mSme pour 
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les autres directions ; nous aurons alors trois conditions sdpar^es analogues 

(3) 

La trajectoire couvrira, dans Textension en phase, une surface k trois 
dimensions dont le contenu sera 


® pi p2 p9 ^3 — ^a ^3 


les nombres Wi, ^3 variant chacun par unit&, les volumes des cases inter- 
m^diaires seront h^, comme je Tannongais au d^but du paragraphe. 



Pour dcs problferaes plus complexes, k r degres de libcrte, nous aurons r 
conditions de quantification du type de Bohr 


(5) 




i = I, 2, 


r 


pour chaque degr6 de liberte, Textension en phase est un plan, oh la condition 
pr^c^dente ddlimite une s6rie de cases de grandeur h ; pour les r degres de 
liberty du systfeme complet nous avons done des cases k. 

Nous avons exposd, au chapitre iii, la conception dualistique de la 
lumifere, avec des photons guid& par des ondes; la m^canique ondulatoire 
nous pr&ente, pour le mouvement de corpuscules mat^riels (atomes ou flec- 
trons) une image tout k fait semblable, chaque particule 6tant associ^e k une 
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onde de Louis de Broglie, qui la guide et d^termme sa trajectoire. Revenons 
alors au problfeme de la propagation des ondes dans une enceinte parall^- 
Idpipddique ; nous avons 6 tu 6 i 6 ce probl^me au chapitre ii (§ 5) et nous 
avons trouv^ qu'il existe une infinite d'ondes stationnaires stables dans Tin- 
tdrieur de Tenceinte ; chacune de ces ondes stationnaires est d^finie par trois 
nombres entiers ni, qui representent les nombres de ventres de vibra¬ 
tion le long des trois aretes h I2 et Z3, de sorte qu'une grandeur liee k Tonde 
se trouvera repr^sentfe par une expression du type 


Ttn^x izn^z 

cos —J - cos cos j -cos 3 TU V Z 

^3 


obtenue par la superposition d'une onde incidente 


cos 2 


n l^v i 


ni 


flz 




2 


2 L 


2 In 


et des ondes refl^chies sur les miroirs plans limitant le volume F. A Tonde 
plane incidente ci-dessous correspondent des projectiles ayant une quantite 
de mouvement 







h 


ainsi qu'on le voit aisement d'apres les formules 28 du chapitre in. Ces condi¬ 
tions sont identiques k celles que nous avons ecrites en {4) ; nous voyons 
done que chaque cellule A® d'extension en phase se rapporte exactement k 
une vibration stationnaire stable de Tonde pilote k Tinterieur de Fenceinte ; 
nous aurons souvent k nous r^f^rer a cette correspondance. 

II y a aussi une etroite parente entre ces conceptions et le principe d'ind( 5 - 
termination de Heisenberg (ch. iii, § 14), d'apr^s lequel nous ne pouvons 
definir les conditions initiates du mouvement avec une precision illimit^e ; 
si nous faisons une erreur A p sur p et IS. q sur q, la precision maxima corres¬ 
pond kAp,Aq = hj c'est-Ji-dire k un domaine d'extension en phase ayant les 
dimensions d'une cellule dl^mentaire. 


2 . Statistique de Bose-Einstein ; d6g6n6rescence des gaz. — La division 
de Fextension en phase en cellules hr, de grandeur finie, nous oblige k 
reviser le raisonnement des paragraphes 13 et 14 du pr^c^dent chapitre. En 
toute rigueur, il nous faudrait, pour chaque problfeme, calculer la forme 
exacte des cases et leur repartition; mais la petitesse de leurs dimensions 
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nous permet de nous contenter d'une Evaluation approchEe. Lorsqu'un 
domaine, d'extension en phase contient un trEs grand nombre de cases, 
le nombre de celles-ci sera approximativement 



II est utile de se rendre compte de Tordre de grandeur de ces subdivisions 
de Textension en phase ; nous prendrons Texemple du gaz parfait, traitE plus 
haut; dans Textension en phase k 6 dimensions, relative k une molEcule,le 
nombre des cases correspondant k une Energie infErieure ou Egale k E est 
donnE par 


puisque, dans I’extension en moments, le volume int^rieur i la sphere de 


rayon p = \/2 m E est-^ t; p^, et que I’^nergie E correspond la tempera¬ 


ture T suivant la formule classique. Nous voulons comparer le nombre de 
cellules g au nombre N de molecules k distribuer ; 


( 8 ) 


g 47 cF 

N ~ 3JVA» 


(3 m k T) 2 



a 


e 


a n'est autre que la grandeur introduite au paragraphe 14 dii chapitrc prece¬ 
dent et que avons evaluEe par la formule (36) 

(9) e“ = -^ (2Km [2nMR T)T 


Voyons les ordres de grandeur, pour de ThydrogEne (M = 2) dans les condi¬ 
tions normales ; nous avons V = 2,23 10^ cm®; J? = 8,3 10’ c. g. s. • 
N = 6,06 10®® (nombre d'Avogadro) et = 6,5510—®’; T = 300. La valeur de 
ea est alors trEs voisine de 10®. Le nombre des cellules est done bien plus grand 
que celui des molEcules, mais le rapport n'est pas disproportionnE. II est done 
bon de reprendre notre statistique sous une forme plus correcte. 

II sera malcommode de commencer, comme nous Tavions fait, par rai- 
sonner sur des molEcules toutes distinctes ; nous considErerons N molE¬ 
cules identiques, que nous sEparerons en groupes n^, • m, ...; ceci se 

fait d'une seule maniEre, vu la sinailitude de nos N objets. 
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Nous avons ensuite k r^partir % objets semblables entre les gi cases de la 
couclie Eo Si nous admettons qu'on puisse placer un nombre quelconque 
d'objets dans chaque case, le nombre des repartitions est donne par la for- 
mule des combinaisons avec repetitions. [Note annexe 2, formule 12.] 


(10) 


K+ —I)! 
«,!(§-,—i)l 


Et pour tons les niveaux, le nombre des complexions est 


(II) 


p = n 


(%+ g<—i)i 

—i)! 


Pour obtenir la probability W, il faut diviser ceci par le nombre de toutes les 
rypartitions possibles, lequel est 


(12) 
Done 

(13) 


(AT + G—i)! 
IV! (G—I)! 


TV = S 


2ft 


Ar!(G-i)! («< + ft~i)l 

iN+G—i)\ i «,!(ft —1)1 


Les nombres » et g ytant trfes grands, nous appliquerons la formule de Stir¬ 
ling, en confondant g — i avec g 

(14) log PF = TV log iV -f G log G — (TV + G) log (TV -|- G) 

-f S [— ft log gf — n, log n, + {n, + ft) log («, + ft)] 

Cherchons la rypartition la plus probable ; pour une variation S», des 
nombres n, nous obtenons 


(15) 8 log P = 8 log PT = S 8 n, [log (% + g,) — log «,]. 

Mais nous avons les conditions 


82 V = S8»j = o et 8 l 7 =SjE'j 8 »«=o 

puisque le nombre N de moiycules et I’ynergie totale U sont suppos^es don- 
H n&s. Pour tenir compte de ces liaisons, nous les ajoutons i I’expression (15) 
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aprfes les avoir multiplies par des coefficients arbitraires —a et —|J. 11 
vient 

(16) SlogP —aSlV— 13 S 17 = SS«,|^log-^^^-^—a—=0. 

Ce qui nous donne 


(17) 


a + p JEi 

ni ® 


ou 






a H- {iEi 


La formule obtenue est differente de celle que nous avait donne le calcul 
classique (chapitre precedent, eq. 33) car notre hypothec des Elements finis 
d'extension en phase ne nous donne pas Tindependance des molecules * 
deux moldcules placees dans une mdme cellule sont en effet considerfes 
comme totalement indiscernables (§ i, p. 130), tandis qu'en statistique 
classique cette identification des mouvements ne se produisait pas. 

Quel sens faut-il attribuer aux coefficients a et p ? Le premier est deter¬ 
mine par la condition 


(18) 


iV = 2 = s 

i t 


gi 


a + p Jii 
e — I 


Quant-k p, il est facile de le retrouver ; supposons qu'au lieu de considerer 
notre systfeme de N molecules comme isole, nous le placions dans un ther¬ 
mostat k temperature T ; nous aurons k tenir compte d'une condition telle 
que II (§ 7, chapitre precedent) qui nous donnera 



En efiet, si dans la formule 13 nous supposons r^alis^e la repartition la plus 
probable 17, nous en tirons (^) 

8logP = 2S«,log-^^^4^ = 2S«,(p£', + a) = p27riSM,= PSC7 

i i 

puisque 28 = SiV est nul; nous aurons done (§ 7, 6q. 11) comme condition 
d’dquilibre avec le thermostat 

9 log P I 

dU kT ' 

(i) Le gaz 6tant maintenant suppose au contact d*un thermostat, Penergio U n’est plus 
invariable. 
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II nous faut comparer la formule 17 avec Texpression 

^—Ei 

= e 

obtenue au ch. iv (§8, 6 q. 15) par un raisonnement tr^s gdndral; cette 
comparaison pourra ^tre faite de la mani^re suivante : considerons une 
cellule donnee d'extension en phase et soit Ei Tenergie cinetique corres- 
pondante. A la temperature T, cette cellule peut contenir o, i, 2,... n.., 
particules, ce qui definit des ^tats d'dnergie 0, nEt,..; ces divers 
cas possedent, k temperature T des probalites a priori iSt et lo nombre 
moyen de particules pr^sentes dans la cellule se calculera comme au ch. iv, § 9, 
p. 107 k no. 

Or, que nous donne la formule 17 ? Elle nous indique le nombre total n 
de particules plac^es dans les gi cases du niveau d'energic Ei, lorsquc 
la repartition la plus probable est realisee pour Fensemble de nos 
N molecules. Mais notre calcul supposait rii et gi trhs grands, de sorte 

que nous puissions appliquer la formule de Stirling; le rapport —, dans 

ces conditions, represente le nombre moyen de particules attribuces k chaque 
cellule k la temperature T; et nous trouvons bien une concordance complete 
entre la formule 17 et celle que nous avons etablie k la fin du paragraphe 9, 
chapitre iv (formule de Planck corrigee). Si dans le calcul que nous venons 
de faire nous n'avions pas eu k tenir compte de la Constance du nombre 
total N de particules, nous aurions ecrit Tequation (16) sans y introduire 
a S iV, ce qui revient k dire que nous aurions pris a = o; la formule (17) 
ainsimodifiee serait identique k la formule de Planck (ch. iv, § 9, 6 q. 18 bis). 
Des remarques identiques s*appliqueraient k la statistique de Fermi-Dirac, 
que nous 6tudierons au paragraphe suivant. 

Nous aurons k appliquer la statistique de Bose-Einstein au problkmc du 
rayonnement, oil elle conduit k la loi de Planck ; pour le cas des gaz, les for- 
mules obtenues montrent un 6cart par rapport k la loi classique de Max¬ 
well ; e'est le problkme des gaz ddgdndrSs; mais en pratique nous avons vu que 
le nombre N des molecules est toujours trks petit devant le nombre dos 
ellules ; il est alors rare que deux points repr&entatifs tombent dans une 
eule case, et les formules que nous venons d'obtenir sont presque (Jquiva- 
mtes k celles de la thdorie classique. Le nombre reste toujours grand 
ro®) et les formules (chapitre pr6c6dent, 33) ou (18) different trks peu. 

8. Statistique de Fermi et Dirae. — Dans le calcul precedent, nous avons 
uppos 4 que Ton pouvait placer plusieurs objets dans chaque case, sans g6ne 
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mutuelle. Mais on pent faire une autre hypothfee, et admettre qu*un objet 
remplit entiferement une case, de sorte qu'on ne puisse en mettre plus d'un. 
Cette id^e se rattache au principe d'exclusion de Pauli; en ^tudiant les clas¬ 
sifications d'dectrons sur les divers niveaux atomiques cet auteur a 6 i 6 
conduit k formuler la r^gle suivante: il n*existe pas deux electrons dont les 
nombres quantiques soient les m^mes; cette rfegle suppose que Ton donne a 
chaque Electron 4 nombres quantiques, les trois nombres n, I, m, qui ddfi- 
nissent sa trajectoire en grandeur, excentricit^ et orientation, et tm qua- 

tri^menombre, ma, capable de prendre les valeurs + et —^ ; ce quatrieme 

nombre est actuellement suppose representer la rotation de Telectron sur 
lui-m6me. 

Pour les atomes, nous ne comptons que trois nombres quantiques, defi- 
nissant leur trajectoire dans Tenceinte V ; et nous pouvons voir ce que donne 
Textension du principe de Pauli; ce sera admettre qu'un seul atome peut 
avoir un jeu de trois nombres donnes, c*est-4-dire se trouver dans une case 
ddterminee. 

Le nombre des cases d'energie Ei est toujours le nombre d'atomes k 
y distribuer est ni, les repartitions differentes seront donnees par le nombre 
des combinaisons simples, sans repetitions [Note annexe 2, eq. 4]. 

ri\(gi—ni) ! 


ce qui, pour tous les niveaux, nous conduit au nombre de complexions 


(20) 


P = n 

i 


ntl{g, — n,) 1 


La probability de cette rypartition s’obtiendra en divisant P par le nombre 
total des repartitions possibles 


(21) 


W = 


N\(G—N)l^ gj 

GT i th\{gt—nt)l ’ 


G = S gi; N = S M, 


ou, avec I’approximation de Stirling 

(21 bis) log W=N log N {G — N) log {G N) G log G + 

+ S [gilog g,—%log«,— (gi—fk) log (gi —«i)]- 
{ 



138 


LES STATISTIQUES QUANTIQUES 


La recherche de la repartition la plus probable se fait comme au paragraphe 
precedent; je reciis les formules sans autres explications [se reporter aux 
formulas 15 h 19] 


8 log P — aBN — pS?7 = SI 


gi—nt 


— a — P Pi 


]=o 


gi — nj ^ -}- P Ei 


a -I- p Ei 


Les coefficients a et p sont definis par les relations 


(22 6is) 


^ f a -I- p Hi 

‘ 0 + I 


La statistique de Fermi donne un ecart par rapport aux formules classiques, 
^cart de sens inverse k celui de la thdorie de Bose-Einstein. 

De toutes fa5ons, dans les conditions usuelles sera tres petit, et 
pourra 6tre evalu^ par la formule (9); les relations (18) ou (22 bis) dcs nou- 
velles statistiques conduiraient k des r&ultats irks voisins; nous les etiidio- 
rons plus en detail aux paragmphes suivants. 


4, La thermodynamique de ces deux statistiques. — II cst important de 
verifier que ces differentes formules sont sans contradictions internes ct 
s'adaptent ais6ment k une interpretation thermodynamique. Pour y aniver 
clairement, nous allons gdneraliser les r&ultats, en supposant Texis- 
tence d'une energie potentielle. Dans chaque couche pi (d pi) nous avons g* 
cases, contenant nt atomes; nous admettions une Energie purement cin^- 

tique Ei ayant la valeur-^-^^i®; nous allons maintenant supposcr qu'il 

A Tflf 

existe en outre une Energie potentielle C7p. 

Cette dnergie pourrait dependre des vitesses des particules, mais nous 
adihettrons, pour simplifier, que les coordonn^es zy figurent seules ; 
nous diviserons alors notre volume total V en (Sldments AF = A^ Ay A^, 
dans chacun desquels nous obtenons un nombre de cases 




STATISTIQUES QUANTIQUES 


139 


pour lesquelles la quantite de mouvemeiit est comprise entre 56, et + d 
Soit fii [x y z) le nombre de particules plac^es dans ces cases ; leur ^nergie 

cinetique est Ei = par particule. L’dnergie potentielle totale du 

systeme sera une fonction plus ou moins complexe des nombres (x y z) ; 
nous ne pourrons pas, en gen&al, la repr&enter comme une somme de 
termes relatifs k chaque particule ; une telle forme lineaire ne se pr^sentera 
que dans le cas d'un champ de force invariable, et que la repartition des 
particules ne puisse modifier. Mais en electrostatique, par exemple, Tenergie 
potentielle sera non pas lineaire, mais du type quadratique. Nous poserons 
done, en general, Tenergic totale sous la forme 

(23) 17= Up (n^) -h S Hi (x, y, z) Et 


Pour une variation d fit du nombre d'atomes attribues k la couche ni 
nous aurons une variation de T^nergie totale 

II nous sufiira de tenir compte de cette expression, dans les calciils des para- 
graphes precedents ; nous ecrivons que Texpression 

S log P — a S iV — p S C/ 


est nulle, et nous aboutissons, dans Tune ou Taut re statistique, au resultat 
suivant, qui generalise nos formulcs (17) et (22) : 


(24) n,(x,y.z) = 


gi jx. y, n) 


a H- 

e 


rU/_ 


a|- 

e 


(^> y. 2) 




±I 


avec 



ct N = 'Z Ui [x,y,z). 

i,x,y,z 


Pour aller plus loin, nous allons maintenant calculer la valeur de log P, 
qui correspond i la repartition la plus probable (24) ; pour la statistique de 
Bose-Einstein, nous prenons log P dans I’^quation (ii) ou (14), 


logP= S [- 

ixyz 


■ gi log gi — nt log Uf + (n, H- g<) log (««+ g,)] 

ni + gi 


= S gjlog' 
ixyif L 


gi 


-|-«,log 


+ gt 


] 


D’oili,, en utilisant (24) 

(251) 


O TT 

logP = aiV + p E rt, 


-Sg,logl I—e 
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Le m6ine calcul, dans la th^orie de Fermi, se fera en portant les valenrs (24) 
dans Texpression (20) et donnera 

(23II) logP = a 2 V + pSMt-|^+Sg<log 



Ces formules sont i rapprocher de celle que fournit la theorie classique 
(chapitre pr&^dent, eq. 35, p. 123). 

Supposons maintenant que nous modifiions progressivement Tenergie 
potentielle, en faisant varier lentement un param^tre X. L*( 5 nergie cinetique 
garde la m^me expression, et la definition des moments reste inchangee; 
les cases ne sont done pas modifiees, mais T^nergie correspondant k chaque 
case varie; pour un changement dx du paramfetre, on a un accroissement 

de Tenergie relative k une case x, y, z, et 

dUp d Upt 

d Up g ■ d X S “ g ^ d X cl to 

de Tenergie potentielle totale ; cet accroissement d*6ncrgie potentielle c(3r- 
respond k un travail d S effectue par Tagent qui modific le paranictre X. 
Supposons la variation trfes lente, et reversible, de sortc que pour chaque 
valeur de X Tetat d'dquilibre (etat de probabilite maxima) ait le temps de 
s'6tablir. Les nombres ni d'atomes par cellule se modifieront done, c;t a,pii?s 
retablissement de cet dquilibre, Tenergie aura varicS de 

iD-s|£s«. + l^dx-s^s,^ + sa«», + 2:^.u 

La chaleur fournie, au cours de cette reorganisation ult6rieure de la reparti¬ 
tion sera 

Ag=AU- + dS = i:-^^S»,+SP.SMd = s|^S«, 

Quelle sera, dans tout cela, la variation de log P? 

Nous ferons ce calcul avec la statistique de Bose-Einstein ; le r^sultat serait 
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tout semblable avec les formules de Fermi, Partons de T^quation {25,1); 
pour une variation S fit et d X nous avons 




,, 0U 
— a — B -r — 
I — Q 'dm 


„ ac7 , ^ d^u ,1 
^ a»< ^ 9«<ax 


Mais nous dev''ns tenir compte des relations (24), il en r&ulte que 
les termes en 8 o 8 p et d X se compensent dans la diff(5rentielle de log P, car 


il reste done 


()V ^ r) U 

d in dm — i 


8 log P = p S 8 fit = P A ^ 


Nous retrouvons done ici, avec p = -7-^ la formule de Tentropie 

/c i 

8S = /cSlogP 

conforme, cette fois, k la troisi&me definition du § 3 (chapitre pr6c6dent), 
puisque P est Ic nombre des dtats correspondant k la repartition la plus pro¬ 
bable de Tenergic U. 

Pour completer ces rdsultats, calculons complfetement la valeur de Ten- 
tropie. Il nous faut dvaluer le dernier terme dc Texpression (25, I). 


- g<log(] 

v» \ 


-a-p- 


yd*dyd^ j — ^ 




dm '2m 


Nous prenous notre m^thode de sommation par couche pt (d pt) et intro- 
duisons la valeur de gt 

g,= -l^d^dyda^^d^ 
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Nous transformerons Tint^grale pr&edente en integrant par parties; 


J djgj 


3 ^ w 


. c) Up 

a + p “h P — 
p, ^ dn ' * 27 n 


Reportons-noiis k I’expression (24), et nous voyons que cette integralc 
s’^crit 

3 ■<*»* 3 

Portons cette valeur dans I’expression (25, i) et nous obtenons 
(27) logP==«iV + |pC/.,>+p S 

O izvs \J rH 

La grandeur a serait definie par la condition assez complexe 


JV = S niixyz) 


d A;dy 


d Up />® 

a -I- P + P 

0 dm ‘ 2 w _j 


Considerons un cas simple, oii Tdnergie potentielle Up ne depend pas 
des coordonndes xy z, et est fonction seulement du nombre total N de par- 
ticules. Nous aurons alors 

(27 bis) S = /eiV«+|-^+^iV-^ 

puisque p = ; cette formula coincide avec celle que nous avait donn6 

la mdthode classique, au chapitre prdcddent (dq. 34 ou 37) pour le cas ou 
rdnergie potentielle 6tait nulle. La statistique de Fermi donne le m^mc 
r&ultat. 

Posons 

(28) «=«'- 

' ^ kT dN 

et notxs aurons, pour determiner a', la relation. 

(39) w=s«,=s_ r °° 

^ oc'+(i£, - 


/ oo 


p^dp 

2 m k T 


{2nmkT) a Fi (a') 




— a' , O 

e “ + - 


-2 a" —3 a' 

— +-a~ + 

22 3 *2 


Sia^ > > I 
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Le ddveloppement en s&ie est valable pour a' > > i, c’est-k-dire lorsque la 
deg^nerescence est extrSmement faible; nous verrons plus loin d'autres 
approximations. De toutes fa9ons nous pourrons ecrire 




Un r&ultat tout semblable s'obtient dans la statistique de Fermi, mais la 
fonction F (a) prend alors la forme 


-.00 L 

a d-Sf 


/ ,oo i 


e + I 


e— 2 a' "-3“' 

— , e e 


:< 

2 y 


L’energic cinetique totale U^n du systcmc s'obtient par unc formulc 
analogue : 


(30) C/c,„ = S w, 1’ k T G («') 




7-{«') 


avcc 


r;(a') 


4 

3 



Z 'i (1^ 




o a 



a'> > I 


Ic signe — correspond k la statistique dc Bosc-Einstein, et + k colic de Fermi. 
Ces divcrscs formules, jointes k (27 bis) 

{27 bis) S=iV/{a' + |--%- 

nous permettront de calculer les divers potentiels thermodynainiques. 

'y=u — TS - NkT«.'—^U^„ + 

^ Till 

ib = U—TS-\-fV = ~NkT«.'+U^, 


( 31 ) 
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Pour ce dernier potentiel, nous devons employer I’expression de la pres- 
sion p 

dU„, 


^ V9W dv ^ 3 dv 

mais, d’apres (30) 

... X dG da' 


dv 


+ U,i 


G da' dV 


V 


dV 


2 d V 


r' ^ 

car-g^ = — F; done 


(31 &w) 




Ces difi^rentes fonnules sont la generalisation immediate de colics que 
nous avions etablies pour le gaz parfait (ch, iv, § 13 et 14). Nous avons aussi 
insiste sur le r61e des potentiels chimiques 


i volume constant 


dU, 


(3a) 


dN 


„ _ _ kT a' {N hT \ ^ ^ 

h pression constante 

-_A®. = — kTa' _ NkT -I_ ^(u _ 

-dN '"^dN^dN\^'^ ^TF~j- 


Le premier de ces potentiels chimiques (*, presente une expression tres 
simple. Calculons en effet la derivee 


dU. 


9 a' 

et nous obtenons 

(32 6 » s ) v=^ — kTa' 


TT I 3 G _ F ,, 

■** G da' 


^NkT 

2 


9 ^yoi — p I 3 


dN 


dN 


9 etant I’expression 


9 = — kT a' 


®=N9 + C7,..-F 


dU^ 

dV 


de sorte que 
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En Tabsence d'energie potentielle, 9 est egal ^ et pr&ente pour les 

gaz fortement degener( 5 s une expression trfes simple, les difE6rentes grandeurs 
ci-dessus sont de la forme 

N 

puisque a' est fonction seulement de T et -y- 

5 . Discussion des rdsultats, conditions de d6g6ndrescenee. — Nous avons 
donne pour les fonctions F (a) et G («) les ddveloppements approchds. 


r/cci 



valables dans les conditions normales, oil a est trfes grand. De quel sens seront 
les hearts par rapport au gaz parfait ? Si nous nous limitons aux deux pre¬ 
miers termes du ddveloppement, ’pour F et G, nous obtenons d'aprte 
(31 Us), (30) et (ag) 


( 34 ) 


j>V^RT 




= RT 



Nh^ 


VinmkT)T 
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le signe — correspond k la statistique de Bose-Einstein, et le signe + k 
celle de Fermi. La premiere theorie donne done une compressibilite sup^- 
rieure k celle dn gaz parfait, et la seconde, une compressibilite plus faible. 
Nous pouvons pousser les theories k TextrSme et voir ce qui se passerait au 
voisinage du z6to absolu et aux tr^s fortes concentrations ; ce sont, k propre- 
ment parler, les conditions de digdndrescence des gaz, 

Du point de vue de Bose-Einstein, a ne peut d^croitre au-dessous de zdro, 
car alors les d^nominateurs en —I s'annulent. Les d( 5 veloppements 

(291) et (30) sont applicables jusqu'k cette limite, et tendent vers les valeurs 

G 

2,615 pour F et 1,34 pour G. Le rapportse rapprocherait ainsi de 0,5, ce 

qui ferait un ecart notable par rapport au gaz parfait. II se produirait ainsi 
une sorte de liquefaction spontan6e du gaz. 

La mdthode de Fermi, avec Timp^ndtrabilit^ des atomes dans Textension 
en phase, donne une compressibility plus faible que celle du gaz parfait; 
a peut ici d^croitre indyfiniment et prendre des valeurs nygatives, grandes 
en valeur absolue ; on trouve alors (^) 

(35) 5 [.+^+ ...]. 

(36) + + 

En rysolvant (35) de manifere approchye, et tenant comptc dc (29), on 
obtient 


f { 3 N si y [z^rnkTY (JN\-1 

ZmkT ) 1^ 12 ¥ \^^7zV) ^ I 

et 

(38) u^\vkT ^^ - ' G(«)=£/„ + 4Y V 


¥ 


avec 


10 m \4tcF/ 

(i) Pour les calculs, voir Note annexe 2, § 10. 


rr o -f 3^ \l 47t>w/{a /' \1 
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II y a done une energie d'agitation Vo an zero absolu; ceci s^explique aise- 
ment, car parmi les cases d'extension en phase, une seule donne une 
energie nulle ; chaque case ne pouvant contenir qu*un atome, les divers atomes 
se groupent dans les cases d’energie minimum, autour de la case d'^nergie 
nulle. Admettons que nos N molecules soient ainsi entassees dans un volume 
sph^rique de rayon po dans Textension en moments ; nous aurons i ^crire 

Nh^ 

que le volume de cette sphere est 6gal k —7^ 



f 3N \]i 


L'dnergie correspondante se calcule aisdment 


(39) 



p^ 
2 m 


i>^Ap==N — 


3N \1 If 
4 7c F y m 


{ 4 TT F P'^ 

puisque entre ^ et ;^ + nous avons ^ - p^ dip cellules, d'^nergie-• Ce 

raisonnement ires simple nous montre par quel mecanisme la statistique de 
Fermi conduit k une &ergie au z^ro absolu. 

Ce calcul ^l^mentaire nous apprend, en outre, qu'il n'y a qu'un seul mode 
de repartition des atomes au z^ro absolu ; le nombre P des complexions etant 
I, son logarithme est zero, et nous avons 


(40) 


S„ = o 

Nh'^ ( -^N \1 

<r>„ = t/„-rs. + =-iv/. r« = — (^)» 


d'apr^s les formulas gdneralcs (32) ; mais d'autre part, nous pouvons no ter 
la coincidence suivantc 



Enfin les potentiels chimiques (ch. iv, § 14) sont les derivees des potentials 
thermodynamiques T et <D par rapport k N ; des calculs eiementaires montren t 
que Ton a : 


potentiel chimique k volume constant 


(40 6is) 


d^Vo O. 
BN ~ N 


potentiel chimique k pression constante 

/ ^ X 9 ®- 

{^ter) 7 ). = -^ = 


5 A 
3 iV 
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Ces formules joiieront tin rdle important dans Tapplication aux electrons 
dans les m^taux ; (40 bis) est un cas particulier de (32 ter). 

Potir les gaz reels, les hearts prevus par nos detix statistiques semblent 
trfes difficiles k observer ; la ddg^n^rescence ne pourrait se voir qn'aux trfes 
basses temperatures et sous des pressions dnormes ; elle serait alors complfe- 
tement masqu^e par Teffet des forces de cohesion ; les hearts dus k la loi de 
V. der Waals, par exemple, surpassent considerablement ceux prdvus par 
nos statistiques, 

6. veriflcation par la loi des tensions des vapeurs saturantes. — Un 
contrdle est possible, et a 6 t€ indique par Stern ; on utilise le principe dc 
Nemst, et Ton verifie Texactitude de Texpression (31) (33) du potentiel (l>. L^- 
dessus, les trois statistiques concordent, et ne peuvent pas 6tre pratique- 
ment distingu^es, dans les conditions usuelles de pression et tcmpdratiire ; 
le point important, e'est que nous avions admis, dans tons nos calculs, que 
Tentropie dtait determin^e sans constantc additive au moyen des conven¬ 
tions du § 3 (chapitre precedent). Le nombre dc complexions a cte cnsiiitc 
fixd'par la condition quantique, qui nous donne la grandeur (k) des cellules 
d'extension en phase. Ce sont ces deux points esscnticls que justific Ic calcul 
de Stem. 

Considerons un gaz monoatomique, au contact dc la phase condensee 
(solide ou liquide) dans un volume V ; la condition d’equilibre (jst doim& 
par r^galitd des potentiels chimiques k volume constant |ji (ch. iv § 15); 

{4^) M'Bass “ 

Nous avons calculi complfetement le potentiel du gaz; nous dc^vons tivaluer 
maintenant celui de la phase condensfe; le potentiel thermodynamiqiie 
de la phase condensfe serasimplement proportionnel au nombre d’a tomes N; 

'F 

nous pourrons alors ^crire pour la valour ou potentiel tliermodyna- 

mique rapports k une molecule-gramme. Au z^ro absolu, nous avons unc cha- 
leur latente de vaporisation rdnergic interne du solidt^ au zdro sera done 
— X,; soit c (T) sa chaleur spdcifiquc k temperature T, rciucrgic interne U 
s'6crixa 

(42) U=^ — \+JcdT= -\, + E (J). 

Pour 1 entropie, nous admettons avec Nernst, qu'cllc est nulle au z6ro absolu 
pour le solide ; cela nous donne 

(43) 

ce qui nous permet d’^ciire 



STATISTIQUES QUANTIQUES 


149 

(44) + = + 

0 f>- ^ 

o 

avec une integration par parties. Toutes ces grandeurs etant supposees 
rapportees k une molecule gramme, Texpression (44) represente aussi iicond- 
Revenons maintenant au potentiel du gaz (eq. 32 et 33) 

-RTa = -RTlogj^(2rzMRT)i^ 

^RT [- log 7- A log T _ 1 log M + log 1 

(2 It2?)^ 

mais V s’exprime cn fonction de ^ et T par la relation des gaz parfaits; done 

(45) (X,„ = 7 ?r [log/. - Alogr—Jlogil/ + log. 

L (2j:)T2?tJ 

le dernier terme de cettc expression est unc constante universelle C, dont la 
valeur se calcule sans peine, 

C — 10, 17, environ. 

Comparons (44) et (45) nous on tirons 

(40) log P = I log T + I log M ■ - 4 - -^ f ^ + C. 


Cette equation nous donne la variation de la tension de vapeur saturante 
cn fonction de la temperature. II n'y figure aucune constante arbitraire, 
tout 6tant entierement calculable. Les chiffres experimentaux sont donnes 
avec d^autres unites que les c. g. s. ;|les pressions sont mesurees en atmos¬ 
pheres, et dans la formule (46) on emploie les logarithmes vulgaires ; la 
constante prend alors la valeur —1,59 : 


(47) Logio = ■— Logio 7 ’ + -f- I-Ogio Af + 


T 



c 



LES STATISTIQUES QUANTIQUES 


150 


Les resultats calcules d^apres les donnees exp^rimentales se rapprochent 
beaucoup de ce chiffre ; pour le inercure et Targon, qui sont des gaz mono- 
atomiques, on trouve —1,62 (±0,03) et —1,65 {±0,06) ; pour Fhydro- 
gene, qui n'est pas monoatomique, on obtient —1,69 (dzOiiS). L'accord 
est done trfes satisfaisant et justifie entierement nos conventions ; ccla nous 
confirme, en particulier, le r 61 e joue par la const ante de Planck h dans toute 
la statistique. 

Les formules etablies permettent d'autres applications, telles quo le 
calcul des constantes chimiques de Nernst. Dans un recipient de volume 
donne, on a une serie d'atomes capables de former diverses molecules ; soit 
£** rdnergie interne de formation d'une molecule du type k ; P^nergie libre, 
ou potentiel thermodynamique relatif i ce type de molecules sera (6q. 31). 

( 48 ) ^\ = N,(-kToi,~jU,+ E,) = 

= N* [ ^ r |—I — log (2 7t w* A T) 4- ii\ j 

si nous admettons que les molecules k sont au nombre de Nn, et forment un 
gaz parfait; ce dernier point nous permet de prendre oLk dans la formule (9) 
2 

et de remplacer—par Nj,kT, 

Pour Pensemble des molecules de tons types, Penergie libre sera la somme 
des partiels ; on pourra ainsi obtenir une condition d'equilibre chimique. 
Mais ce calcul ne tient pas compte de ce que les molecules peuvent avoir dc 
Penergie de rotation ; nous avons simplement transi^osd dcs formules 
valables pour un gaz monoatomique. Pour P^quilibrc chimique entre mole¬ 
cules, il s'introduit un certain nombre de donndcs supplementaires, que Pon 
trouvera trfes clairement expos^es dans un travail d'Ehrenfest et TrkaL 

7. Atomes poss^dant diffdrents 6tats d’dnergie interne, — Notre deduc¬ 
tion ne tenait aucun compte des diffdrents dtats d'6nergic interne de 
Patome, et ne s'occupait que de leur dnergie cindtique. Cette lacune est 
facile k combler. Soient 


®2 • • • » ♦ 

les diff 4 rentes Energies internes possibles, et 


YiYs--- Ym--- 
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les nombres de complexions qui leur correspondent. L'energie tot ale d'un 
atome, d'etat interne m, et d'energie cindtique Ei sera 


H • • • 

A chaque niveau d'energie Einx correspondent g* cases, et complexions 
internes, soit possibilities. Admettons que, dans une certaine repar¬ 
tition, nous ayons ni^ atomes de ce genre. 

Les calculs se feront d'une manifere toute semblable k celle indiqu^e an 
paragraphe 3. Soit N le nombre total des atomes, et U I'^nergie totale 

(50) N — ^h, w U = H w “f* S irt) 

i, m 

le nombre des repartitions des nt^m atomes entre les Vm gt cases du niveau m 
est donne, dans la statistique de Fermi, par 


(y« gt )! 

—- «I,m) ! 


et le nombre P des complexions qui correspondent k une certaine reparti¬ 
tion, dcfinie par uii jcu de valeurs des est 


(51) 


P = 


1:1- 

i,m m 


___ 


Tulle est la formule qui nous rcmplace la relation (20). Si nous passons aux 
logarithmes, en appliquant la formule de Stirling, 


logP = ?Y»A'<logY,»irj- 


— ^ ». logM,, -I- ( Y.» gi ■ --«(,.«) l<Jg (y.« Si ■ - fk >«)] 


Nous devons chercher la repartition la plus probable, qui correspond au 
maximum de log P, moyennant les conditions (50). Nous ecrirons done 


o = SlogP —aSA^—PS !7 = 


d’oii 


= S8«,. 

m 


[loe 


(52) 


«... 


Y™ 


Y»gi 


■a — {i {Ei + e,n) j 


a H' [i (A'< Em) 

6 + I 


cette formule vient remplacer notre expression (22) du § 3. 
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Ce resultat s'&once ainsi : pour chaque structure interne, d*6nergie 
„ nous obtenons une repartition des atomes entre les Energies cinetiques, 
ui satisfait aux equations d*un gaz degenere, avec un coefficient 

52 6is) 


Les differentes structures internes ayant m^me energie £,« se jux- 
laposent sans se g^ner. 

Des formules analogues s'appliqueraient k la statistique de Bose- 
Einstein (^). 

L'entropie relative aux atomes d'^nergie interne e,„ sera donn6e 
par Tequation suivante, qui generalise (27 bis) 


r> 5 ^ til, trmial i at l 5 ^m,tranal , Em i at 7. 

( 53 ) - T - = y-f-^ - 

et Tentropie totale du gaz sera 

( 54 ) s = -jr— +iVA;a 

La grandeur a elle-mSme se trouvera definie par la condition 


( 55 ) 


im 


4tcV 




r cl /) 

J e ^ 2 w 


+ 

2 mk j 


Ces resultats sont tout k fait analogues k ceux que nous avons etablis an 
paragraphe 4 dans le cas oil il existait une energie potcnticlle. Prcnons la 
TTide (27), par exemple, et supposons une energie potentiellc fonction 
'e des nombres de particules fii (cc qui conrespond k rhypothesc 
“ ’ci) et nous obtenons 


Up = S Up^i 


S=|-^+ ^ + Nk» 


Iayer, Pfoc. Nat Acad, 5 c., 1.15 (1929), p. 208, 
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formule toute semblable k (54); de meme, les formules (52 bis) et (28) sont 
6quivalentes. Ces deux exemples montrent comment on generaliserait aisd- 
ment ces rdsultats pour des problkmes plus complexes. 

Dans Texemple traitd ici, on vdrifie aisement que Ton a un nombre 
total fin 

nm — rmPllM 

d'atomes dans T^tat d'^nergie interne ; Fjx est la fonction d< 5 finie en 
(29 II) ; en tenant compte de la valeur trouvfe pour on en d^duit 


au lieu du rapport 



Ynr 


© T 


que donncrait la theoric classiquc (ch. iv, § 9) ; le posiulat d’independance 
necessaire k cettc demonstration classique nc s’appliqiic plus ici. 

8. Atomes ayant un moment do quantity de mouvement; application 
stricte du principe de Pauli. — La statistique dc Fermi s'appuie, nous Tavons 
dit, vSur le principe d'exclusion de Pauli, mais ellc n'en est pas Tapplication 
littdrale. Que dit, en effet, Pauli? II constate, d'aprds Tetude des spectres, 
qu'il n'y a jamais, dans les couches d’c^lectroiis qui gravitent autour d’un 
noyau atomique, deux electrons possddant les memes nombres quantiques. 
Pour appliquer cc principe, il faut donner k cliaqu(3 electron quatre 
nombres quantiques, dont trois delinissent la trajcctoire de I’cSlectron, 
tandis que le qxiatridme se rapporte k la rotation de Telectron sur lui-m^me. 
II n'y a done jamais, si Ton en croit Pauli, deux electrons Equivalents d'ok 
le nom de « rkgle d'Equivalence » donnEe aussi k cet EnoncE (^). 

Dans sa statistique, Fermi applique une rkgle analogue, puisqu’il 
affirme que jamais deux atomes ne se trouvent dans la mEme case, e'est-k- 
dire n'ont les m&nes valeurs des trois nombres quantiques de translation, 

(i) Un des exemples les phis nets est relatif Thulium ; dans Tctat normal, les deux electrons 
sont sur des orbites ^quivalentes; leurs 3 nombres quantiques d’orbite ^tant serablables, il 
faut que les rotations des Electrons sur eux-rafimes soient difffirentes. Les deux Electrons auront 
done des moments magnfitiques propres dirig( 5 s en sens inverses, cc qui permet au moment 
inagn^tique total d'etre nul; I'h^lium n*est done pas magn<:»tiqiie. 
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II n'est pas, neanmoins, indifferent d'appliquer le principe de Pauli pour 
trois nombres quantiques, alors qu*il a ete etabli pour quatre. Pauli a done 
repris Tetude statistique, pour des projectiles {atomes ou electrons) ayant 
un moment de rotation sur eux-m^mes. 

Supposons, pour distinguer les diverses orientations de ces atomes, 
qull y ait un champ magnetique H exterieur faible; soit j le nombre total de 
quanta de rotations de I’atome, et m le nombre de quanta de rotation suivant 
la direction du champ H. Nous nous repr&enterons Patome comme une 

toupie pivotant autour d'un axe qui fasse un angle 0 avec H ^cos 0 = , 

et cet axe de rotation instantane aura un mouvement de precession autour de 
H, Suivant les regies ordinaires de quanta, les nombres m et j devraient 8tre 
entiers, mais on sait que Texperience conduit souvent i des valcurs demi- 

enti^res ; m pent prendre toutes les valeurs —/, — / + i. j —i, j ce qui 

fait un nombre d’orientations egal k 


= 2 7 + I. 


Supposons Patome place dans un champ magnetique extcTiie; k chaque 
valeur m correspond une energic magnetique dillercnite. 

e,n = — fJi \J-a 


ou (JL« est le moment magndtique de Patomc; cette energic jouera, au point de 
vue statistique, le m^me r61e quo Pdnergie interne envLsaget' au paragraplu^ 
precedent, et les m^mes formules scront applicables. 

Voyons maintenant ce qui se passe lorsque Ic champ exterieur H tend 
vers zdro. Les Energies magnetiques sont nulles k la liinite; dans Peejua- 
tion (52) les g valeurs qui ont mSme indice i et no diff^irent que par m 
deviennent dgales entre dies, et nous avons 


(56) 


= S == 


{Ui 


Cl -h Ki 


f I 


Tout se passe comme si nous avions § gi cases pour chaque niveau d'dnergie E , 
au lieu des gi cases prdvues au paragraphe (3). II cst facile de voir la 
correction ainsi apport^e aux formules de Fermi; P(Squation (29) deviendra 


( 57 ) 
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de sorte que, ou nous avions pour « une expression / (t, nous trou- 


verons 


( 58 ) 

L'dnergie totale U s'ecrit (Cf. 30) 


(59) 


et Tentropie est toujours donn^e par la formula (27). Les formulas (31) et 
(32) sont toujours valables, il suffit d'y remplacer a par sa nouvelle expres¬ 
sion (38) ; nous pouvonsr&umerlesr&ultatsendisant quelesformules (33) 
se trouvent remplac^es par les suivantes (^) 

(6o)r = NF.(J^.T) = p = §p,(^-^.Ty 

Notre gaz se comporte done simplement comme un melange, en proportions 
egales, de § gaz ditferents et statistiquement independants, qui n’auraient 
pas de moments de rotation et poss^deraient m^mes poids moleculaires et 
mdmes densit&. 

Ce resultat etait presque evident ; il en resulte que, pour le gaz 
compose d'atomes ayant un moment de rotation, la d^generescence sera § 
fois plus difficile k observer que pour le gaz sans rotation. A une m^me 
temperature T, les &arts de compressibilite par rapport au gaz parfait ne 
se produiront qu '4 des concentrations § fois plus fortes. 

Nous ignorons d'ailleurs, dans tout ceci, s'il faut tenir compte seulement 
du moment de quantite de mouvement des couches dlectroniques, ou bien y 
ajouter celui du noyau. 

9 , Le magn^tisme d’un gaz monoatomique d6g6n6r6; application aux Elec¬ 
trons libres dans les mEtaux. — Revenons au cas oil le gaz est soumis k un 
champ magnetique H, et cherchons son aimantation. D'aprEs TEtude des 
spectres et des effets Zeeman, nous savons que Tenergie d'un atome dans 
le champ H doit Etre Ecrite 

(61) s^ = —mg[LoH 

(i) Ces formules sont 6nonc6es par Pauli [Zts, f, Phys., 1 41 (i937)> P* 97] sous une forme 16g6- 
rement inexacte. 
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g 4 tait le factexir de Land6 (^) et (jio un magneton de Bohr. Lorsqu’on fait les 
somihations pour toutes les valeurs de m, depuis — f jusqu'i + j, on a 

(62) S^e„ = o et = 

@ 6tant, comme an paragraphe prdc^dent, 6gal k 2 / +1 et jx. repr^sentant 
un moment magndtique effectif 

(63) ^ = + 


on v^rifie facilement que ces formules sont valables aussi bien dans le cas 
/ 2 ^ + I \ 

oil j est demi-entier ( de la forme- - -1 que lorsque; est entier. Calculons 

maintenant le nombre total N^, des atomes dont les Energies de translation 
sont quelconques, mais qui possfedent une orientation m d^termin^e dans le 


(64) 


4 nV 

¥ 


f 


dp 


a-h 


/)a 


kT 


2mk 7 

V 


■”l~ I 


= ^(2KmAr)5^oc + ^) 


en appliquant la formula (52) et remplaqant, comme i Tordinaire, le nombre 

V 

de cases gi par sa valeur ■j^ 4 ‘n:p^dp; la derni6re expression s'obtient par 

comparaison avec T^quation (29), oil Ton aurait cliang (5 le signe au denomi- 
nateur (+ i au lieu de — i) pour se placer dans la statistique de Fermi 
(Fn ^tant donnd par 29 II). 

Get ensemble d'atomes fournit une contribution N,n k ri^nergie d'ai- 
mantation — M H dn gaz, M ^tant raimantation 

(65) M H == — S iVm (2 Tt nt k T) jT Fu a + 'JY ) ’ 

Quant k la grandeur a, elle se calcule toujours par la condition que le nombre 
total des atomes soit N 

* (66) N = S = {zrernkTy^ + 


(i) On prendra soin do ne pas confondre le facteur de Land6 g avco les nombres de cases 
<fj nv de translation £<. 
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Pour tous les champs magn^tiques usuels, Pexpression-^^ est tihs petite, 

et Ton peut d^velopper F en s^rie de Taylor, en s'arrStant an second terme 
(en €,»); dans ces conditions, la formule 66 condnit an mSme r^sultat qu’en 
Tabsence de champ, car les termes correspondant i ± w se compensent, et 
nous retrouvons le r&ultat du paragraphe pr&^dent 


(57) 


V 3 

N ■=§ (2 nmkT)2 Fu (a) 


Avec cette m^me apy roximation, la formule (65) nous donne 
MH==-^(2nmkT)T^FI, (a) (s *) 

et, en tenant compte de la relation (59), nous obtenons la permeability 


(67) 


X = 


M 

VH 


(2 TZmkT) 21 / / \ 

3 AT 

jV|x 3 

2,VkT L F„(a) J 


Pour les tres hautes temperatures, nous avons vu que F^ (a) se reduisait k 
e—a (eq. 29 II) de sorte que le dernier terme entre crochets est egal k 1 ; 
nous retrouvons done une lot du type de Curie, Voyons maintenant ce quise 
passe dans le cas de degynerescence, e'est-k-dire aux fortes concentrations et au 
voisinage du zyro absolu; la formule (35) du paragraphe 5 nous permet de 
trouver 


Fn (a) 


2 (—a) 


F\s ^mkT 


A 3 ^ / 


d’oii 


( 68 ) 


N [L^m / 47 c@F '\3 
= ~VW \ ZN ) 


Introduisons la valeur E, de I’dnergie d’agitation au zdro absolu, par atome 

U, 3 


E,= 


N 10 


\4tz§V J m. 


et nous obtenons 


3 N 

ioF£„ 


(69) 
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Les theories classiques conduisent i prdvoir, dans ces conditions, une satu¬ 
ration. An lieu de cela, la statistique de Pauli nous donne une susceptibilite 
finie au z&ro ahsolu. On con^oit aisement ce resultat, car tons les atomes 
viennent alors s'entasser dans les cases d'energie minimum, k raison de 0 
par case, ce qui annule presque complfetcment le moment magndtique resul¬ 
tant. 

Pauli applique ces rfeultats au cas des electrons libres dans les metaux. 
II est tout k fait remarquable que les metaux usuels soient tr^s faiblement 
paramagnetiques, et m^me souvent diamagnetiques. On admet que reiec- 
tron a un mouvement de rotation sur lui-meme, et par consequent un 
moment magnetique ; ceci semblerait, au premier abord, conduire k prevoir 
un fort paramagnetisme pour tous les mdtaux. La solution est donnee, au 
moins approximativement, par les calculs que nous venons d'exposer. On 
peut considerer que les electrons libres forment un gaz auquel s^applique la 
statistique de Pauli, et le paramagnetisme qui en resulte sera donne par nos 
formules (67) ou (69). Considdrons, par exemple, les metaux alcalins ; ils 
sont constitues par des ions alcalins, et des electrons libres en nombre egal. 
les ions alcalins ont une enveloppe exterieure complete, et leur structure est 
semblable k celle des gaz rares ; ils n'ont done aucun moment magnetique 
resultant, et leur contribution sera seulement du type diamagnetiqiie. Quant 
aux electrons libres, ils constiteront un gaz formidablement comprime ct qui 
se trouvera, affirme Pauli, dans des conditions de degonercscence j^resque; 
complete. Leur paramagnetisme sera alors donne par la forniuU* (iu)) (‘n ])rc- 
mi^re approximation ; nous y poscu'ons (^) 

(70) j = ~-. g = 3 done = 2; li =:\/3(x„ = s/3. (),()ji. u) -=>» 

N 

m sera la masse au repos de I’dlectron (9,0210—“*) ct -y Ic nombre d’cSIcctrons 

par centimetre cube, que nous supposons dgal au nombre d’atomes alcalins 

N 

par centimetre cube. Si nous mesurons n = -y cn cm"’’ nous obtenons 

= 2,209 10—’’* . 

)ans la s6rie des alcalis, du sodium au c&ium, le nombre n »varie depuis 

10’ jusqu'i 2 10’ cm—*, ce qui nous donne 

(i) Pour son mouvement de rotation, I’dlootron a quantum <1« moment de quantitiS de mou- 
ement j et un moment magndtique dgal d i magnfiton do Bohr (/ g«=i). 
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Na K Rb Cs 

lo’xoCalcule. 6,57 5,2 4,88 4,54 

IS devons nous attendre k trouver des valeurs expdrimentales plus petites 
jqu'il faut, de ce paramagnetisme, soustraire le diamagn^tisme du k la 
ulation des Electrons, et celui des ions alcalins ; ce dernier doit augmenter 
jressivement du sodium au c&ium, de sorte que la correction diamagn^- 
le soit plus forte pour ce dernier; or, voici les nombres exp^rimentaux (1) 


Na 

K 

Rb 

Cs 

Me Lennan. 5,9 

4,5 


1,8 

Sucksmith. 5,9 

5.1 


—0,5 

Honda et Owen. 5,1 

4 

0.7 

—0,10 


differences sont bien dans le sens prevu, et Tordre dc grandeur est le 
ne que celui des nombres calcules. A defaut d’une theorie rigourciise, il 
ble bien qu*il y ait une indication fort interessante, en faveur de Tappli- 
□n aux electrons des metaux, du principe d'exclusion de Pauli et des 
istiques qui en r&ultent. En particulier, il est tres rcmarquable que Ton 
se expliquer ainsi le paramagnetisme constant, indepcndant dc la tempe- 
re, et tres faible, observe pour ces metaux. Cette exception k la loi de 
.e n'avait pu etre interpretee jusqu’k inaintenant. 
oils reviendrons, au chapitre vii, siir Ic problemc des electrons libres 
3 les metaux, et nous etudierons la theorie de Sommcrfcld, qui recherche 
:es les consequences de la statistique de Fcimii relativcmcnt aux pro- 
tes electriques des metaux. 


) Me Lennan, Rueoy et Cohen. Proc. Rov. Sob. A. t irfi n 







CHAPITRE VI 


STATISTIQUE DU RAYONNEMENT; 

ETUDE DBS MfiCANISMES ELEMENTAIRES ENTRETENANT 
LA repartition LA PLUS PROBABLE ; THEOREME H 

1. Statistique du rayonnemeiit. M6thode des quanta de lumi^re. — 
Les m^thodes que nous avons expos^es peuvcnt etre aclapt(»es sous des formes 
varices k Tetude de la repartition du rayonnomont isothca'ino. Nous com- 
mencerons par le raisoniicment de Bose, qui se ]jres(‘nt(‘ coinnie la traiisposi- 
sition presque textuelle de notre calcul duchapitre v (§2). Les projectiles ou 
objets distribuer cntre les diff&enles cases seront des photons h v; leurmasse 
au repos est n^gligcable, ct leur vilesso cst toujours cellt' (!(’ la liiinit>re ; la 
relativity nous donne alors les relations suivanles, enlre I'energic' K, la quan¬ 
tity de mouvemcnt p ct la frequence v 

(I) 7i = /i.v; 

c c 

Ces photons sont indisccmablcs a ■priori] ils n’ont d'cixistcince proprc quo pur 
lours propridtds cin^tiques, c'est-Ji-dire quo d'iipr6s la case oil ils sc trouvent 
placfe dans I'extension on phase. Pour un intcrvallo d'dncrgic Et S, 2?, + d Ei, 

la valour, absolue de la quantity do ntiouvcment est comprise cntre ■™et 

E,+dE, 

- - —; nous sommes conduits a pr^voir, pour le rayonnomont contenu 

dans une enceinte F, un nombre de cases 

(a) g.».^ 4 Kj!.«dji = .^£*dE==i|ilvrfv 
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mais nous devrons douU&r oe chiffre, pour tenir compte du fait que, pour 
une frequence et une direction de propagation donnfe, il y a deux photons 
possibles, avec les deux plans de polarisation k angles droits. Dans les for- 
mules (2) nous remplacerons done 4 n par 8 ir. 

Reportons-nous au chapitre ix (§ 5, dq. 14) oil nous avons calculi le 
nombre des vibrations propres d'un volume V, de frequences comprises 
entre v et v + d v; le nombre de ces vibrations propres est ^gal {^) au nombre 
de cases d'extension en phase donne par le double de la formule (2) ; il 
semble naturel d'identifier ces deux notions et d'admettre qn'k chaque case 

ft® d'extension en phase correspond un mode de vibration propre de Ten- 

ceinte. Nous avions dej^ note cette correspondance au debut du chapitre v, 
k propos de la definition des cellules ¥. 

Ayant fait le denombrement des cases du niveau Ei, nous procederons 
comme au paragraphe 2 du precedent chapitre, et distribuerons fii pro¬ 
jectiles (photons) entre les gj cases ; le nombre des repartitions possibles 
nous est donne par la formule (ii, chap, v), qui s'&rit, avec Tapproximation 
de Stirling 

(3) log P = S [— g, log gi — fit log Hi + (fit + gi) log (gt + »,)] • 

Dans quelles conditions devons-nous chercher la repartition la plus probable? 
L'energie totale est donnee 

( 4 ) C7 = S Hi E, a C7 =: S Zi i S 0 


mais le nombre des photons nous est totalement inconnu. Nous devons mSme 
admettre qull est infini, puisque, sans modifier Fenergic totale, nous pou- 
vons indefiniment raj outer des photons dans la case d'energie nuUe! 

Dans le calcul du maximum de log P, il n'y aura done qu'une condition 
de liaison (4), et nous ^crirons, au lieu de la formule (16, chap, v), la suivante 


(5) 

d’ot 

( 6 ) 


SlogP—pSC/ = S8«i 



Wi+ g« 
v* 



nt + g, 

fit 


gt 


^ jEi 


(i) Dans les formules du chapitre ii on a distingu^ la vitesse de phase V et celle de groupe U; 
pour le vide, les deux vitesses sont 6gales i ; le volume de Tenceinte 6tait not6 © et nous 
I’appelons maintenant V, 
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Ceci nous donne directement (i) la formule de Planck pour la repartition du 
rayonnement isotherme ; k Ui quanta correspond une ^nergie ni h v. L'energie 
de frequence v (a d v pr^s) dans le spectre du corps noir est done pour une 
enceinte de volume V 



F p (v, r) V = A V = F --- j 


d V 
Ay 

eTF__ 


I 


Nous avons, tout comme au paragraphe 2 (chapitre v) pris pour p la valeur 
; la demonstration est exactement la meme. Dans la repartition la plus 
probable, le nombre moyen de quanta par case est 


I 


e —I 

Nous retrouvons bien, en multipliant ce resultat par h v, la valeur de Tenergie 
moyenne d'un resonateur de frequence v k temperature T. 

Comme nous le remarquions plus haut, chaque casci d’extension en phase 
correspond k un mode de vibration de Tenceinte. 

Dans le cas des gaz, le nombre des cases ctait tres grand devant le nombre 
des projectiles ; aussi la methode de repartition employee, importait-clle 
assez peu. II n'en est plus de meme ici; pour Jes basses frequence's (// v«k T) 


(i) Nous aurions pu aussi bicu pnrtir do INixprossiou do la prolmhilito \V (cliap. v, oq. 1 . 1 ) 
nous devrions y faire varier les m sans aucunc rostriotion; nous :iuri«)ns N X 0 ii{, d’ta'i 


SlogU' 


t3 Hi log 


Njm H- m) 
m {G ”f- N) 


mais N est infini, taudis quo G est liinite; UciuTgio otaat donn^o, lo nonibni G dt^s o-asos accos- 
sibles est fix6 par mOmo; done Ic rapport est C^gal i\ riiiiiU*. Nous avons ulors 


6 log TF S 8 m log - ■ ; on formant 8 log W — p 5 U o 

nous retrouverons la formula (6) ct la loi do Planclc. 

Si nous supposions le nombre N des photons lini ct connu, commci dans le cas oh Ic rayon¬ 
nement serait enferm6 dans une enceinte r(Sfl6chissanto (aliening matitjro n*6tant prisonte pour 

modifier le nombre do photons), ilnous faudrait garder pour le rapport valour 

peu diff^rentc de runitd, et nous trouverions, au lieu do la loi do Planck 


._ 

formule semblable cclle du gaz d6g6n6r6 d*apr6s Bose-Einstcin j a d6pendrait de T. 
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le nombre des projectiles surpasse considdrablement celui des cases ; la seule 
mun6ration possible est celle de Bose; la m^thode de Pauli-Dirac conduirait 

h V 

0 A r -|- I au d^nominateur, ce qui est contredit par Texp^rience. La 
methode classique (chap, iv, § 12) est inapplicable, par suite de TimpossibiUtd 
de r^tablir convenablement Tidentit^ des particules, lorsqu'on les a primitive- 
ment distinguds (cf. eq. 31). ' 

Nous pouvons calculer facilement I'entropie du rayonnement, en admet- 
tant la definition itl (ch. iv, § 3), oil figure le nombre des complexions rda- 
lisant la distribution la plus probable ; nous porterons done les valeurs (6) 
dans la formula (3) 


( 8 ) 


S = A log P = ft p C 7 — 2 : g, log U — == 

i 



o 


hv 1 

e = 


lE 

3 T • 


L’int6grale se calcule trfts simplement, au moyen d’une integration par 
parties, 



JrsQ 

y I iS TC v'* //. (I V I 

"" JT I "3^=*" '1^^: ■ T r ’ 

J ^ — I 

Le calcul de Bose permet done de retrouver sans peine, dans Thypothesc des 
quanta de lumiere, toutes les donn^es relatives au rayonnement isotherme. 
II admet que Ic nombre de quanta que Ton pent placer dans une case (ou 
accumuler sur un r^sonateur) est illimitd. 

Ayant la valeur de Tentropie, nous en d(fduisons aisdment les potentiels 
thermodynamiques du rayonnement isotherme 

( 9 ) = 

f <b=U — TS + pV = o. 

Le second potentiel, ft, volume constant, est nul, puisque la pression de radia¬ 
tion est ^gale au tiers de la densitiS d’dnergie-^- 
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L'expression de T peut ^tre retrouvfe directement; nous avons calculi 
le potentiel 4 pour un resonateur de Planck (chap, iv, § 9, eq. 18) 

All 

kij 


4 = /e r log 


L-. 


Le potentiel ^tant une propriety additive, il nous suffira de faire la somme 
pour tons les rdsonateurs de toutes frequences 

(10) r=J:g 4 > = kTVj ^5^1og[i-e“^]dv = -|<7 

Tintegrale qui se pr^sente ici est la meme que dans Tequation 8. 

2 . Statistique de Planck; repartition de grains d’^nergie entre les resona- 
teurs. — Le raisonnement de Planck est bien ant^rieur au preccVlont, priis- 
qu'il date de la naissance des quanta (1900); nous allons voir qu'il pr&enle 
presque identiquement les m^mes formiiles, avcc une traduction on un langage 
assez different. Nous suivrons un expose rt^ccnit de Planck, et conij)arcruns 
k cette occasion les trois definitions de IVntropie (cliap.iv, § 3); pour fiu'i- 
liter le raccord avec le paragraphc procedont, nous garden ms des iiotalions 
qui se correspondent aussi exactement quo p{.)ssi]>le. 

Consid^rons un grand noinbre (g) do resonatcaxts de mcMue v, 

tous distincts les uns des autres a priori ; nous voulons Icur distribuer uik' 
certaine energie U, par grains de grandeur E ; suit n nombrc.* des grains 
disponibles 

(ii) U n E. 


Nous avons le nombre des r< 5 partitions par la forinuUi d(\s coinbinaisnns 
mnlfetes. [Note annexe 2, eq, 12.] 


Pi{n,g) = 


(w+g— i)l 


aupr&s do P nous rappcllo quo co nombro correspond 5 . la 
1 du § 3 (chap, iv), c’est le nombro des complexions d’dnorgic 
pouvons facilement compter le uoinbrci P, des complexions 
inf&ieure ou dgale Ji U ; nous opdrerons par rartifice sui- 
ipartition d’Energie «< 17 , entre les g r&onateurs; nous 
-l-i)*™' vibrateur auquel nous donnons I’^nergie res- 
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tante {U — u) nous obtenons de cette fa9on une distribution d'dnergie U 
entre g+i vibrateurs, et nous les obtiendrons toutes; le nombre des com¬ 
plexions Pi 6u repartitions d’energie u<^U est done donne par 

(13) Pi {n, g) = Pi (n. g + i) = • 

II est bien Evident que si et g sont trfes grands par rapport iTunit^, les 
nombres Pi et Pa different extr^mement peu. Tous deux sont approximati- 
vement representes (Stirling) par Texpression 

(T4) logPi = logP8= («+ g')log(w + £') —glogg- —wlog« = 

Cherchons maintenant la repartition d'^nergie la plus probable, entre les 
divers r&onateurs de frequence v. Nous aliens compter combien de r6sona- 
teurs ont une energie m E ; soit leur nombre; la loi de repartition d’energic 
sera defiiiie par une formule telie que 


N..==nniE) 


avec les conditions auxiliaires 

(15) 

II est aisd de calculer le nombre des complexions qui sont conforinc‘s i cette 
loi de repartition ; nous pouvons en effet Tobtenir en formant cl'abord nos 
groupes de grains; il y aura No groupes de 0 grain, puis Ni grains isoles, puis 
iVg tas de 3 grains,... Nm de m grains, etc.; ct nous avons ensuite k repartir 
ces divers tas entre les g rdsonateurs ; 6tant donne les similitudes des tas 
semblables, la solution nous est donnee par les arrangements avec repc^ti.. 
tions 

= niK log P = s iv„. log ^ 

m 

avec rapproximation de Stirling. On calcnlera sans peine la repartition la 
plus probable, en ^ciivant que log P est maximum moyeimant les deux condi- 
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tions (15). Le calcul est presque identique k celui du chapitre iv, § 13 (eq. 32 
k 33) et donne 


la constante arbitraire a se determine par {15) (calculs analogues k ceux du 
chapitre iv, § 9, 6quation 17, 18) 


— a 

e Se 


I — e 


(18) 




dg 

d(^E) 


-[!/; 


(x-o ) 



Quant k p, c'est toujours , suivant les raisonnemcnts bien souvcnt 

r^p6t&. De ces formules nous d^duisons que Vdnergie la plus probable, 
pour un r&onateur, est ziro (17), mais Vinergic moyonnc cst, d'apr^s (18) 


n 

J 


Z: = 


E 

{iK 

e —I 


:*est la formule de Planck, que nous avons deji retrouv< 5 e plusieurs fois. Si 
lu lieu de systfemes de i resonateur, on dtudiait des syst^incs de p r6sona- 
:eurs group^s, on constaterait que Tenergie la plus probable du systtoe de 
b resonateurs tend vers p fois Tenergie moyenne, lorsque p augmente sufS- 
janunent. 

Nous pouvons maintenant former le nornbre Pa dcs complexions qui 
jatisfont k la repartition la plus probable de Tdnergie U (chapitre tv, § 3, 
i^finition III); il nous suffit de porter les valeurs (17) dans la fonnule (16), 
m tenant compte de (18) 

log Ps = S log ^ = S N„ [a + p w P + log g] = 

= M p £■ 4- g log + g p P = (m + g) log /^i -I- il'\ + g log iL _ 

s \ ' S 

= (« + g)log(«4-g) —«log» glogg 
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Nous retrouvons exactement Texpression (14). II y a done, ici encore, iden¬ 
tity pratique des trois definitions de Tentropie. Pour distinguer entre Pi, 
P2 et P3, aussi bien dans ce probleme que dans le cas du gaz parfait (chap, tv, 

§ 13), il faudrait ne pas ndgliger Tunite devant les nombres g et n, et, dans 
les formules de Stirling, pousser Tapproximation au delk des deux premiers 
termes ; les termes correctifs ainsi ajoutys ne seraient pas proportionnels 
au nombre g des resonateurs ; il y en aurait de proportionnels k log g ou 
log n, puis d'autres constants, et quelques-uns dycroissant lorsque g oun 
augmentent. Leur r61e pratique est absolument nul. 

Nous avions etudie, au paragraphe precedent, la repartition du rayon- 
nement isotherme entre les diffyrentes frequences ; le calcul de Planck, que 
nous venons de resumer, nous aperniis d'analyser la repartition entre divers 
resonateurs de myme frequence ; les mots « resonateur » et « case d’exten- 
sion en phase » etant synonymes, nous avons obtenu la repartition des pho- 
tons entre les diverses cases d'un m^me niveau d’energie. 

3. Recherche d*une statistique applicable aux phynom§nes 616mentaires. 

— Les diverses methodes expesdes precedemment [Bose-Einstein, Fermi- 
Dirac, Planck] out une caractcristique commune, e’est d’etudier la reparti¬ 
tion finale (de molecules, d’alomes ou de quanta), sans s’occuiDcr de preciser 
les mecanismes elementaires par lesquels cette repartition pent etre prati- 
quement obtenue. On utilise la propriety evidente de I’identite des particules 
k distribuer, pour evitcr de suivre isolcment Thistoirc de chacunc d'elles. Ce 
qui interessc, dans une repartition, c*est le nombre binit de particules pre- 
sentes dans chaque case ; pen importe comment elles y sont arrivees. 

Ces raisonnements sont excellents pour la n^cherche dc I’etat le 2:)lus pro¬ 
bable, et des conditions (.requilibrc..., etc. ; mais il est un ordre de faits sur 
lesquels ils ne peuveiit nous renseigner, e'est Pensemble des probUmes cine- 
tiqiics, analogues k ceux de la cinctique chimique. Nous voudrons, par 
exemple, etudier la probability pour qu'une certaine moiycule (de position 
et vitesse donnees) reagisse sur une autre molecule dans des conditions de 
pression, temperature, etc., bien definies; ou bien nous dtudierons la reac¬ 
tion d'un atomc ou d'un yiectron centre un photon ; k ces categories de pro- 
blames, nous ne pouvons donner aucune ryponse, parce que nos statistiques 
ont volontairement confondu toutes les particules (atomes, photons, elec¬ 
trons...) k distribuer. Or, dans un phynomfene yidmentaire, du genre des 
ryactions ci-dessus, e'est un certain photon, ou un atomedyterminydontnous 
voulons savoir le sort. Du fait de leur histoire antyrieure diffyrente, les pro¬ 
jectiles sc trouvent individualisys, et ne peuvent ytre confondus Tun avec 
Tautre. Pour ytudicr commodyment des ryactions et en dtablir la cinytique. 
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il nous faut rechercher une statistique qui s'appuie sur Videntification a priori 
des divers objets (identiques en principe, mais distincts dans leur Evolution) 
et qui nous redonne pourtant les mSmes formules fondamentales que nous 
avons ^tablies plus haut. 

On pent accentuer cette dif 6rence de points de vue, en disant que dans 
les statistiques precedentes, on jette k la fois tons les projectiles dans les 
cases et que nous voulons au contraire chercher suivant quelles lois nous 
devons distribuer les objets, en les plagant isolement, les uns aprte les autres, 
dans les diverses cases. Le premier processus est correct en theorie, mais, 
irrealisable en pratique ; le second correspond aux conditions rdelles de reac¬ 
tion des ^l^ments. 

J*ai montre que Ton pouvait obtenir le r^sultat d^sir6, en employant 
la m^tbode suivante : je suppose donnes N projectiles, distincts les uns des 
autres; il s'agit de les repartir entre divers niveaux d'energie J?i, Eg • • • • 

S. raison de ni objets dans les gi cases du niveau Pose sous cette forme, le 
probleme se pr&ente comme tres semblable k celui que nous avons ^tudie au 
§ 13 (chapitre iv) k propos de la statistique classique ; mais j'ajoute une 
hypoth^se nouvelle, qui modifie profondement le point de vue : 

Hypoihese : si je prends comme unite de volume le contenu d'une case 
chaque projectile occupe un volume b dans Vextension en phase ; lorsquhine 
case renferme un projectile, il y resteune place libre i — 6; sidle en conticnt 
p, la place libre est i — p h. Ce nombre represente la probabilite de placer un 
objet supplementaire dans une case d 6 ]k occup^e p fois. 

Dans la th^-orie classique nous avions admis =: o ; les projectiles daient 
ind^pendants les uns des autres ; dans la theorie de Fermi-Dirac, nous aurons 
& = I, chaque objet remplit enti^rement une case ; on ne pent en placer plus 
d un. Pour retrouver les formules de Bose-Einstein, nous devrons admettrc 
^ — —I i la probabilite de placer un objet dans une case vide dtant i, nous 
serons conduits a supposer que la probabilite de poser Tobjet dans une case 
qui en contient deja un, est dgale h 2; si la case en contient p, la probabilite 
d'ajouter un projectile est i+p. 

Nous avons d6jh vu que la statistique de Bose-Einstein est indispensable 
pour retrouver la loi de Planck avec les quanta de lumifere ; au point de vue 
global, nous y avions remarqu^ la possibility d'accumuler un nombre quel- 
conque de photons dans une case (ou une ^nergie quelconque, multiple de 
^v, sur un resonateur). La remarque pr^c^dente prycise encore ce point; 
si 1 on considyre les photons, en les suivant dans leur yvolution, il y aura une 
tendance d Vassociation; et Ton pourra se reprysenter ces groupements de 
photons, reunis dans une case, comme Timage d^un train d'ondes de Tan- 
cienne thyorie ondulatoire. La tendance des quanta k Tassociation est 
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tres marquee, puisque la probability d'une case occupee une fois etant i, 
nous trouverons que la probability a priori d'une case occupee par (p + i) 
projectiles sera 

I. 2. 3-(/> + !) = (/) + !)! 

par suite de la superposition des chances relatives au premier, au deuxieme ,.. 
jusqu'au [p + i)iyme objet, 

4. Dyveloppement de Phypothtee pryeddente. — Pour mettre en oeuvre 
Ics hypotheses ci~dessus, nous suivrons une marche parallfele k celle du 

§ 13 (chap. iv). II faut d’abord diviser nos N objets cn groupes de fii, - 

Hi ..qiii scront attribues aux niveaux Eu _ Ei. Ceci sc fera de 


manici'es diffyrentes. Je prends ensuite Ics nt objets k repartir entre les g* 
cases du niveau Ei ;pour le premier objet, j'ai gi places libres; pour le 
second, jc dispose dc gi — b places dans les diverses cases; au objet k 
placer, il me reste gt — (p — t) h positions possibles. 

All total, le noinbn* des distributions rcalisables est 


gi(Ki ^>)(gi Uh 0^0 



Nous iitilisons, dans la derniere transformation, les proprietes des fonc- 
tions r (voir note anm^xe 2, formulcs 19-24). Lenombredes repartitions du 
type ctudie sera, dans riiypothc^se des projectiles distincts les uns des autres, 
doiine par le produit des expressions (19) ct (20). 


(31) 



Pour trouver, an lieu du nombre de complexions, la probabilitd du type 
de repartition, il faut diviser ceci par Ic nombre total de distributions pos- 
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sibles des N objets entre les G cases de tons les niveaux [G==l,gi) ; ce 
nombre total est donne par une formule analogue k 20 



Nous obtenons done 



les nombres G, g, N, n, 6tant tr^ grands, nous appliquerons la formule de 
Stirling 

(23) logW = j [S g.log g,-GlogG] + NlogN+(~—N'j log (G-bN) 
+ S»,log n, + log (gt—bn,) j• 

Suivant la valeur attribute k b, cette formule va nous permettre dc retrouver 
les r&ultats des diffdrentes statistiques ^tudices prdcedc.inincnt. Pour ft = o 
le calcul est identique k celui du § 13 (chap, iv) et redonne les formulas clas- 
siques. Nous pouvons/sur Texpression (23), retrouver ce resultaten faisant 
tendre ft vers zero 


•f- log g' + (w — -I-j log (g — 6 n) = 

g / ^ \ 

= — ■j log t — 6 — j + «log (g — 6 h) —». n [log g + I] 

ceci redonne exactement la forme de I’^quation (32) § 14, chapitro iv. 

Si nous prenons 6 = 1, nous retrouvons les formules de la th^orie de Pauli- 
Fenm et Dirac (chap, v, § 3, 4q. 21 bis). 

Pour retom^r sur I’expression de la probabihtd d’aprbs Bose et Einstein, 

(chap. V, § 2, 6q. 14) nous sommes obligfe de poser b dgal Ji—i, ainsi que 
nous Tannoncions plus haut. 

Dans ces comparaisons, nous nous, sommes bas& sur les valeurs des 
probabihtes W; celles-ci ont en effet I’avantage, que nous avions d6jk not6 
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au chapitre iv (§12), d'etre, jusqu'S, un certain point, ind^pendantes du fait 
que les projectiles soient distincts on identiques. 


5 . Comparaison des nombres de complexions, dans les diildrentes hypo¬ 
theses. — Pour ^tre complet, notre paralieie doit aussi porter sur les expres¬ 
sions des nombres P de complexions. Nous en avons trouv^ la forme §61^- 
rale (21) ; si nous y portons les diff^rentes valeurs de h, nous obtenons 


(24) 


6 = 1 


p = iV!n 

i 


«(! {gi — ni)\ 


b — o 


P^NlIl 

i 


i!L 

«j! 




p = iV!n 

i 


+ 1)! 

fiil (g< —I)! 


La premiere formule est k rapprocher de celle du chapitre v, § 3, Equa¬ 
tion 20 [hyp. Fermi-Dirac], la seconde se compare a Texpression classiquc 
(29 bis), chapitie iv, § 13; et la troisiEmc ressemble k celle d'Einstein- 
Bosc, equation ii, chapitre v, § 2. 

Dans tons les cas, les formules 24 sent NI fois plus grandcs quo celles 
qui se basent sur l*identite des projectiles. 

Que signifie ce factcur commun ? II inerite d'etre cxaminE de prEs, car 
nous avons signale (chap, iv, § 13, eq. 31) toutes les difticultcs qui sc pre- 
sentent, lorsqu'on viuit procEdcr, apres couj), k ridentiftcation des atomes 011 
quanta. La division par Nf n'est justifiee, k cc point de vue, quo s*il n'y a 
jamais plus d’un objot par case, c*cst-i-dire dans ThypothEse de Fcrini-Dirac 
~ i). Dans les deux autres cas (6 = o ou — i) il pent y avoir plusicurs 
projectiles dans une case, et nous devons examiner de trEs prEs cc qui se 
passe. 


(i) Pour obtenir la troisicunc formulo, nous poscroiis b =* ^ 6tuut tr6s putit, ot nous 

appUquerons la formule 22 cle la note amiexe 2 , 

r (I +1) = r (I -«+ g.) = g,) = 

(— I « (— 0" 

“ g£ r(g—g6(s —I)! 

cle luGme 


r 






_I_^ (—• l) 

r ./rc) ^ 1)1 


k la limite, on fait tendre e vers zfiro ; les puissances de (—i) se compensent avec (6)« et Poii 
passe ainsi de la formule 21 A 
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Fixons notre attention sur une repartition particulifere, dans laquelle 

figurent mi cases occupees par un projectile, mg cases occupees dcuxfois,. 

et m, cases contenant s objets. Quelle probabilite particuliere avons-nous 
attribue i cette repartition? Pour les cases renfermant un seul objet, la pro- 
babilite a priori a ete prise egale k i; pour les cases k 2 objets, nous avoiis 
admisune chance i pour le premier objet, et i — b pour le second; soit au 
total I (i — b). Pour une case contenant s objets, nous avons une chance 
relative 


x[i — b)(i — 2b).... [i_(s —1)6]. 

Finalement, notre repartition particulite se trouvera affectce d'un coeffi¬ 
cient de probability a priori. 

(25) I “1 [l (l — 6)]’”a • . • . [l (l — i) (l -~2b) -(i _ (.s _ i) . 

D’autre part, nous avons calcuiy (chap, iv, § 13, eq. 31) combien dc distri¬ 
butions de ce type, comptyes syparymcnt dans I’hypothcsc dcs projectiles 
distincts, deviennent identiques dans la conception dcs projectiles sein- 
blables. Leur nombre est 

IV (31) _. 

■ ' !"•« (2 !V"a.... (.s!)'“« 


Pour passer du nombre de complexions (24) dans la c(.)nception des projec¬ 
tiles distincts, au nombre de complexions obtenues avec des objets iden¬ 
tiques, nous avons vu au dybut de ce paragi'aplie qu’il iaiit divisor siiiiple- 
ment par N!. 

Ceci n’est pas justifid, ou plutdt ne sc justilic ciue si I'on modifie sinniHa- 
ndment le coefficient de probability a priori accordd aux cases occupdes jrar 
plusieurs objets. En divisant le nombre dc complexions par NI au lieu dc 
3i)>iious attribuons^. la rdpartition pryeddente un coefficient dc cliancc 


(26) [1(1-6)■■■. 

I”! (2 !)“i- [s I)"** 

C'est dire qu’une case occupde s fois sc trouve afEcetde d’un coefficient 

(26 his) _i(i~6)(i — 26)-... (i —(s--i)6) 

1.2.3 • s 
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Dans rhypothese dite classiquc, nous avions pris & = 0. Lorsque les projec¬ 
tiles etaient consideres comme distincts, ceci nous assurait Tindependance 
des projectiles ; une case occupee plusieurs fois avait une chance i, tout 
comme une case nontenant un seul objet. En divisant par NI, au moment de 
Tidentification des projectiles, nous avons change le coefficient attribu^ k la 

case contcnant plusieurs objets; il est passd de i k d'aprte (26 bis). Ceci 


desavantage done nettement ces cases multiplement occupfes. 

En prenant Z? = — i, nous trouvions une statistique assez curieuse dans le 
cas des objets distincts, puisque la chance d'ajouter un projectile dans une 
case croissait avec le nombre de projectiles prec^demment presents dans 
cette case. Au moment de Tidentilication des projectiles, nous avons aussi 
change les valeurs des chances, et la case occup(fe par s objets se trouve 
affectee d'un coefficient a priori egal k Tunite, d’apr^s (26 bis), II est done 
naturel de retrouver les formules de Bose-Einstein qui correspondent k 
cette hypothfese. 

Nous pouvons eprouver notre methode sur un autre exemple, celui 
traite au chapitre iv, paragraphe g. Nous avons vu qu'il etait indispen¬ 
sable, dans le raisonnement dc Jc^ans, do considercr tons les grains d*(5nergic 
comme indiscernables entre eux. Si nous voulons maintenant introduire 
notre hypothfesc des grains discernables, nous devrons changer, tout comme 
dans ce paragraplic, les lois de distribution des projectiles. Prenons le cas 
des photons; nous en avons un tres grand nombre N, tous distincts, mais dc 
meme grandeur q—hv; parmi ces photons, nous cii attribuons m au r^so- 
nateur et iV — /wau th(‘rmostat; le nombre de manieros differentes dc faire 


ce choix est - 


Nl 


maintenant nous distribuons les m photons sur 


ni \ (N - m )! 

le r&onateur; pour le premier nous avons i place; pour le second i — ft == 2 
places ... . ; et au total 


1. 2. 3.... m = m ! 

differentes distributions; pour placer les [N — m) photons restants 
vsur le thermostat, nous devons tenir compte du nombre g de r&onateurs (v) 
que contient ce dernier; le nombre des mani^ires dont on pent placer les 
[N — m) photons, sera 


gr(gr_j_l) .... (g_|.jV — W — l) == 


{f’ + N — m — i)! 
(g-i)l 
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Groupons les r&ultats pr6c6dents et nous voyons que la probabilite de 
placer m photons sur un resonateur, au contact du thermostat est 


N\ 


ig+N — ni — i )! 
{g-i)\(N- 7 n)\ 


les ml se compensent. Tout le calcul repose sur Thypothese des photons dis- 
tincts, avec tendance k Tassociation (& = — i). D'autre part, le thermostat 
etant en ^quilibre k temperature T, la repartition des photons se fait suivant 
la formule (24, III), ^quivalente k (ii, ch. v), qui conduit k (17, ch. v) 


N= -.g±L-. 

^hT —I 


N + g + J 

N 



pour les g rdsonateurs du thermostat plus le resonateur cxterne ; appliquons 
la formule de Stirling k notre resultat pr6c^dent 

( f j = (g + iV - W -1) log (y H - iV — »>■ -1) - 

— (g — i) log (fc' — i) — (N - ■»/.) log (N — m) 
= (g+N — i) log {g + N-1 ) — (g — i) log (g — t) -- 
—iVlogiV— wf log (g +N-~-i) — log N J H- (••*•)-1 


J'ai d6velopp6 en serie de Taylor, par rapport k m, quantity toujours tres 
petite devant N et j*ai utilise la formule pr( 5 c( 5 dente en negligeant Tunite 
devant N + g; A represente le teime constant. Au total, la probabilit6 
de placer m photons sur le r&onateur au contact du thermostat s'dcrit 


N\e . 

ce qui correspond exactement au terme de la formule (18) (§ 9, ch. iv, 
obtenue en statistique ordinaire avec Thypothfese de photons indiscernables). 
Nous retrouvons ici le mfime rdsultat dans notre statistique particulifere 
avec rhypothfese des photons distincts. 

II peut paraitre ^tiange de proc^der comme nous Tavons fait, en choi- 
sissant nos coefficients 6 .de fagon k obtenir des expressions faciles k compa¬ 
rer, pour les probabilitfe W, tandis que le retour au nombre de complexions 
est assez d^licat. Mais, en r^alitd, c'est bien sous cette forme que se pose le 
problfeme; lorsque nous examinerons plus loin des applications de ces for- 
mules, pour calculer des vitesses de reaction, ce qu’il sera indispensable de 
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retrouver, c'est la valeur relative des probabilit^s des difierents etats ; le 
nombre de complexions ne s'introduit pas directement dans ces evaluations ; 
il ne nous sert que dans le calcul de Tentropie. 


6, Fluctuations d’6nergie dans le rayonnement isotherme, — Pour trou- 
ver les fluctuations d’^nergie, il nous faut chercher la probability des r^par- 
titions qui different un peu de la rypartition la plus probable. Le raison- 
nement pent ^tre fait d'une maniere trfes generale, applicable aux trois types 
de statistiques qui correspondent k 6 = o ou ± i. 

La formule (23) nous donne, pour une variation S ni du nombre de pho¬ 
tons attribues au niveau i 


N 


(27) SlogTy = 8Nlog-^—^ —SSwtlog 




gi — bn, 


„ . , N g, — b Hi 

G—bN 


car la variation de S iV cst la somine des variations S ni. Lc logarithme qui 

'dlogW 

inultiplie S est la derivee ——; une nouvclle differcnciation nous don- 


ncra 


(28) 


anogVF 

dn,’^ 


~ A/ G- 


■bN 


1 

n 

G 


iifi -- bn, 




N[G — bN)~" n,(ir,~-bn^) 


-—/I. 


Considerons maintcnant une repartition voisinc do la plus probable, et 
soient + mi; ... w* + • • 1<2S nombres de photons attribues aux divers 

niveaux. Ddveloppons log W en sdrie de Taylor 


log W = log Pf + S nti 


d\ogW 

dn. 




9^ log W 
dfii^ 


Pour la repartition W^ax la plus probable, la somme des termes du premier 
ordre s'annule lorsqu'on tient compte de la condition que rdnergie totale 
soit constante 

UniE'i^U Sm<Ei = o. 


En effet nous avons [ce chapitre § i; ch. v, § 2 et 3] 


dlogW„^ 

dni 
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K 6tant diff&ent de z^ro si S wj, est nul, tandis quc a = 0 si S est different 
de z6ro. Finalement il reste 

logTF = logS + ... 

Ceci donne 


(29) 


_ A m° 

i 


Nous en tirons la valeur moyennc du carre des fluctuations (Note aiincxt^ 2, 
formule i8). 

(30) 


Voyons alors i quoi conduisent Ics diverses statistiques ; si Ton prend 
6 = I, ce qiii correspond k Thypothfese de Pauli, Fermi ct Dirac, les resullats 
sont assez complexes. Lorsque N est tre^s petit devant G tout so reduit k 


(31) b = i --- 

N / H} \ 
1h(l -^ 

et si Ton admet que N est bien plus grand que Ui 
(31 his) = Ui — . 


Cette memo formule s'obtient aussi si Ton considore que iV rostc constant 
ce qui supprime les termes d<$pendant de N Qt G dans les formules 27 et 28. 
Ces rdsultats pourraient s'appliquer au probltmc des gaz d(5g<jn(Sr6s ; mais 
pour le rayonnement, ce sont les deux autres statisticiues (6 == 0 ou — i) 
qui nous int^resseront le plus. II faut alors notcr que, lorsqu'on so donne 
r&ergie totale, le nombre N des projectiles est tout k fait inddtermind ; 
ou plutbt, N est infini car nous pouvons, sans modifier Pdnergie totale, 
rajouter ind^finiment des projectiles dans la case, d’dncrgie nulle. Tout 
se simplifie alors, car dans Pexpression de A (dq. 28) le premier termc est 
nul, de sorte que la formule (30) nous donne 

(6 = 0 


( 32 ) 


6 = - I 
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La premiere formule se rapporte a la theorie classique, avec les projectiles 
distincts et independants. La seconde expression est valable pour la statis- 
tiqiie des projectiles distincts, mais avec tendance k Tassociation. On la 
retrouverait aussi par la methode de Bose-Einstein ou de Planck, avec les 
quanta indiscernables d 'priori et la possibilite d'accumulation. 

Reportons-nous k la discussion du paragraphe 12, chapitre xv. Nous y 
avions etudie les fluctuations du rayonnement, en nous plagant k un point 
de vue tout different. Nous considerions la loi de Planck comme une 
donnde de I’experiencc, et nous cherchions quel type de fluctuations elle 
devait engendrer. 

Le ri^ultat devait nous renseigner sur la structure du rayonnement. 
Nous avons ici suivi la voie inverse, et calculi les fluctuations correspon- 
dant k divcrses hypotheses fondamentales. 

La premiere formule 32 est celle que j'avals annoncee au chapitre iv, 
§ 12 (eq. 26) ; elle correspond k rindependance des quanta supposes dis- 
cernables a priori. 

La seconde formule 32, basee sur Tassociativite des quanta, nous redonne 
les fluctuations correctcs. Pour la comparer avec Tequation 25 du para¬ 
graphe 12 (chap, iv) il suflit de multiplier par appelons E Tenergie 

totalen/tv du groupc de n quanta, et e I'ecart d’eiiorgie m/^v, et nous 
obtenons 


£‘■5 // V E -\- 




S Tu v“ d V 
avec - - 


c'cst bien identiquement la formule 25 (chapitre iv) avec ses deux terines. 
La tendance k I’accouplement permet aux photons de s'associer en chaines 
reguliferes, qui jouent le m^ine r 61 e que les trains d'ondes ; on retrouve aiiisi 
dans les fluctuations le terme en ordinairement attribue aux interfe¬ 
rences. Ce point a 6 t 6 pressenti par Bo the, dont la demonstration est assez 
critiquable ; notre calcul ne laisse aucun doute sur la question. 


7 . firaission et absorption de lumibre par un atoma, — La premiere ten¬ 
tative faite pour preciser les lois d'dmission et d'absorption de la lumifere par 
les atomes est due k Einstein [1917]. Les regies qu'il a dtablies ont joue un 
r 61 e important dans Thistoire des theories atomiques ; la methode suivie 
prdsentait un caractfere un peu empirique ; partant d'hypothkses assez gdnd- 
rales, Einstein prdcisait leur forme par la condition de retrouver la loi de 
Planck pour le rayonnement. 

Nous pourrons proc^der autrement, et d^duire directement les rfeglcs 



178 


LES STATISTIQUES QUANTIQUES 


d'Einstein des lois de statistique des paragraphes prec(^dents. Considdroiis 
un atome, ou une mol&ule quantifiee, et soient 

.... El, ... E,n ... 

la suite de ses niveaux d'^nergie. 

Parmi ces valeurs de Tenergie, plusieurs peuvent Stre egales, nous exami- 
nerons ce cas un peu plus loin ; pour Pinstant nous supposcrons que Ton a 
pouss^ Tetude du syst^me atomique assez k fond, pour pouvoir caracteriser 
par les indices i, 2 ... Z... w ... des etats ( 51 &nentaires parfaitement d<5finis. 
Dans le cas de I'atome d'hydrogfene, on emploiera les trois nombres quan- 
tiques qui d^finissent compl^tement une trajectoirc dans Tespacc et le 
uombre qui reprdsente la rotation de Telectron. 

Ces quatre nombres suffiront k d(Sfinir r&iergic d*un atome d'hydrogfene 
au repos. Si Patome est libre, et peut se mouvoir naturellement dans 
Tenceinte qui renferme le gaz, ii faudra ajouter trois autres nombres, 
definissant la quantification du mouvement de translation, c/est-^-dire la 
case ¥ dans laquelle se trouve I'atomc, d'apr^s nos conventions anterit'un's 
(chap. iv). 

Nous supposons maintenant que cot atome soit place dans une enceinte 
k temperature T, c*est-i-dire dans un r< 5 cipicnt contenaut du rayonnement 
isotherme. La probability relative des diverses configurations (ist alors repre- 
sentye par la formule 15 (§8, chap, iv) 

= e ^ 

Les coefficients co nous donnent, par exemple, la durye relaliv(i moycnne do 
rytat 1 ; si nous obscrvons pendant un temps t suffisamiiient long, Talome 
passera alternativement par toutcs les configurations qu'il peut prendre. 
La somme des intervalles de temps pendant Icsquels Fatome aura la forme I 
sera donnye par TiSi. 

Nous voulons ytudier les conditions de transformation do ratome entre 
les ynergies Et et ; admettons que Tynergie soil supyrieurci k Ei ; 
ces transformations mettront en jeii des radiations de fryquencc v 

(33) 

Nous admettrons tout d'abord que Tatoine cst au repos, sans vitcsse d'agi- 
tation par rapport k Fenceinte contenant le rayonnement. 

L'ynergie hv sera emprantye par Fatome au rayonnement, lors d'une 
transition I w, ou restituye comme radiation lors d*un retour L'atome 
ychangera done de Fynergie avec Fun des g rdsonateurs de radiation v; 
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>118 pouvons dire aussi que Tatome prendra un photon h v dans une des g 
ses relatives au rayonnement, ou bien rendra un photon qui se placera 
us une de ces cases. Nous avons ddji insiste (§ i et 3) sur la synonymic 
s termes « r&onateur » et c< case ». 

Dans r 6 tat d'dquilibre isotherme, le nombre moyen de photons par case 
t p, et nous avons, d'aprte ( 6 ) 


(34) 

;s nombres g de cases et n de quanta de frequence m sont d'autre part) 
mr un recipient de volume V 

/V STTV^dv , , 

( 35 ) g = V -^3- n A V = F p (V, T) d V 

repr&entant la density d'^nergie des radiations de frequence v (k dvprks, 
ms le recipient. 

Lors de Vabsorption, Tatome prendra un photon dans une case v; nous 
Lmettrons que la probability de ce processus est proportionnelle au nombre g 
iS cases et au nombre p de photons contenus dans une case ; nous poserons 
me 


(3b) Pim = aimg p ^ai^n aim ^tant un coefficient numeri(]ue 

i nombre d'absorptions de ce genre, en une seconde, s'obtiendra en multi- 
iant Pim par la duree relative de T^tat I 

( 37 ) Uim^aimne *• 

Comment se presentera la transformation inverse, e’est-k-dire le retour 
) men I avec ymissxon d'un photon A v ? Lorsque Tatome ^met ce photon 
doit le communiquer k Tun des g resonateurs de frequence v ; on pent 
issi bien dire qu'il faut placer le photon dans une des g cases v. La proba- 
lity de cette opyration doit ytre prise proportionnelle k i d'aprks nos 
udes des paragraphes 3 et 4. Nous poserons done 

(38) Pmi^amig(i + J)^ ami{g + n) 

^ — Ew 
h T , 


( 39 ) 


nm!== Clml(s ■[■ w) e 
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Nous devons maintenant teire qu’il y a dquilibi'c, c’est-k-dire que le nombre 
des transformations -»■ / et Z w est le m6me. itgalons done les expressions 
(37) et (39), 


(40) 


h V 

w _ ^Im ^ ^ Ji T _ 


La relation (33) nous a permis de transformer les exponentielles, et la condi¬ 
tion 34 a acheve de tout simplifier. Les deux coefficients a im et a^i sont 
egaux. A quoi correspondent les lois d'emission et d'absorption que nous 
avons ete conduits a admettre ? Pour Tabsorption, le sens est simple : 
la relation (36) s'ecrit 

V 

(41) Pun = ai„,n = Bun p (v, T) avee J7 d v- 

L’absorption est proportionnelle k la density d'energie p du rayonnement. 
A remission, nous trouvons 


{42) = ai„, {g-i.n) = Am, + Bun P 


. __ 8 TT V- d V (S TT // 

avec Aun = Ctlm ^ = atm V --- Bi,n -^3- 


Ce resultat repr&ente la regie d'Einstcin. L'emission d’un quanliiin //v ]XLr 
un atome peut se produire spontanement, avec unc probability A i„,; mais 
en presence d'un rayonnement de frequence v egale, remission s(‘ prodiiit 
suivant un rythme accelere, et d'autant plus vite quo le rayonneinc'nt est 
plus intense; le temie p qui rej^rcseiitc cet elfet est appele probability 
des emissions pwvoquees. 


8. Discussion; cas de dygyndrescence. — Tout le raisoiinemcut repose 
sur une hypothyse nette, celle qui nous a permis d'darirc^ la relatkm (40). 
Nous supposons que chaque type de transformation est (‘xactement dqui- 
libry par la transformation inverse ; e'est admettre V&quililm complet, jmqne 
dans le ditail de toutes les reactions. On a souvent raisound autrement, et 
supposd que la loi du rayonnement de Planck, par excmple, n'dtait pas four- 
nie par chaque type de rdaction pris isoldment, mais etait valable en moyenne 
pour toutes ces rdactions. Ce point de vue ne semble pas logique ; si cer- 
taines transformations isothermes, prises isoldmcnt tendaient k dtablir une 
loi de rdpartition difidrente de celle de Planck, il y aurait certainemont 
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moyen de trouver des conditions expdrimentales pour lesquelles ces reac¬ 
tions seraient prdponddrantes ; et Ton observerait alors une repartition 
s'ecartant de la loi usuelle. Or, des faits de ce genre n'ont jamais 6 t 6 signal^ . 
il convient done d'admettre que toute reaction entre mati^re et lumifere a 
pour rdsultat, si on la considfere isol^ment, de conduire k la loi normale de 
Planck. 

II pent arriver que, dans le systeme atomique consid^re, nous trouvions 
un cas de dSgenirescence, plusieurs niveaux d*energie se trouvant egaux entre 
eux. Nous aurons alors, par T^tude complfete de Tatome, un classement des 
Yi diffdrentes complexions de m6me ^nergie Ei, en fonction d*un autre para- 
mhtie V ; de mfime,dans le niveau nous distinguerons les Vm configura¬ 
tions, caraetdris^es par un autre paramdtre Les niveaux Eu> ou E^^* seront 
distincts lorsque Tatome est soumis a un champ perturbateur qui Ifeve la 
degdndrescence. 

Tout le raisonnement precedent s'applique alors, sans modification, 
a cliacune des ti*ansformations elementaires I, V< — m\ Nous aurons a 
tenir compte des regies de selection ; il ne sera pas, cn general, possible de 
passer de n’importe laquelle des yz complexions Ex 4 un etat quelconque; 
Jes variations possibles du second indice seront soumiscs k dcs restrictions^ 
Pour chacunc dc ces transformations nous trouverons Ji's lois d’emission et 
d’absorption (41) et (42) avec des coeilicients A (/, V ; m, m') et B (/, V, m, m*) 
(lep(^ndant des deux series d’indices, aussi longtemps epu' 1(‘S differents 
niveaux d’energu* sent separes les uns des autrt's. Snpposons niaintenant 
ipie nous suppriinions champ perturbateur, de sorte que J(‘S divers niveaux 
viennent en c()ineklenc(\ 

Llntensitc des raies spectrales (>l>scrvces dans ce cas sera la soinnie 
d(‘s intcnsitds des composantes (separees s’il y a un champ pzi'turbateur) 
qui viennent en coincidence. Cette regie, dite do siahilite spectroscopique, 
nous montre comment nous devons ecrirc les conditions d’dmissioii ou 
d'absorption pour un atomc deg^nere. Nousintroduirons les poids Yi^t Ym des 
deux etats initial ct final, poids qui rcpr6-;cntcnt le nomlu'c d’dtat distincts 
amenes cn coincidence ; nous feirons alors 

A {mj), Bd^in) 

pour les coefficients de probabilite, tout comme au paragraphe precedent; 
la probability d*une ymission de lumi^re sera 


Y,n(i 4 {m, 1 ) +B{m, I,) p) 
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tandis que la probability d'une absorption, par un atome initialement dans 
run des yi etats Ei s'ecrira 


Yi5(i,w)p. 

Notre condition de stability spectroscopique nous donne alors les rela¬ 
tions 


yiB (Z, m) — (m, 1) ~ ^ B {I, V ; m m') 

I'm’ 


[m, /) = S ^ [I, in') 

Vm’ 


d'oil, en tenant compte des relations (40) k (42) 

c® 

(42 bis) yi B (Z, m)=ymB (m, l) = ymA (w, Z) 


9 . L’effet Compton ; formules ^gynfcales pour toute ryaction faisant inter- 
venir les radiations. — Dans Texemple traite au paragraphe precedent, nous 
avions syparyment les phenomenes d'emission ou d'absorption. Dans d^autres 
transformations, il pourra y avoir simultanement emission d’un quantum et 
absorption d*un autre. Quelles rfegles de probability appliqucrons-nous dans 
ce cas ? C*est ce que divers auteurs ont rechcrchy, on procydant chaqiie fois 
suivant la methode indiquee par Einstein ; on posait a priori des ryglos 
simples et determinait ensuite les coefficients arbitrairos on s*astroignant 
retrouver la loi de Planck pour le rayonnement. 

Tous ces resulats s'obtiennent bicn plus simplemcnt commo consyqucnce 
de la statistique des § 3 et 4. Nous commcnccrons par Tcxemplc do Ycffet 
Compton^ ordinairement dycrit comme le choc d\in photon contrc un yiec- 
tron. II nous suffira de rysumer ainsi les conditions du choc. 

Avant la transformation, nous avons un photon /jv, et un dlectron dont 
rynergie cinytique est ; apres le choc, ces grandeurs ont les valeurs Avg 
et Eg; tout se ryduit done, au point de vue du rayonnement, k ceci: prendre 
un photon dans une case .di de fryquence vj et le placer dans une case -4 a 
de fryquence Vg; la conservation de Pynergie s'yerit 

(43) A Vi + = A Vj + J? 2 . 

Si pi et p^ sont les nombres de photons dans les cases et avant Ic 
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oc, ces nombres deviennent px — i et ^2 + 1 aprfes le choc; nos rfegles de 
itistique nous obligent a admettre que la probabilite de prendre un pho- 
a dans la case Ai est proportionnelle k px] la probability de le placer dans 
case est proportionnelle i i + ^ai nous ycrirons done que la probabi- 
y globale est de la forme 


4 ) 


— ^12 Pi + P^ • 


Le phenomfene inverse sera le retour d'un photon depuis la case 
Dntenant initialement p\ =1 + ^2 objets) jusqu'i la case Ax qui en renfer- 
ait px == — I. Les deux cases AxA,^ dyfinissent la frdquence et aussi la 

rection de propagation des photons. En admettant que les m^mes cases 
terviennent dans les deux phynomfenes ryciproques, nous fixons bien que 
3 directions des photons sont les m^mes, au signe prfes. La probability de 
)tre ryaction inverse sera, dans nos hypothfeses 


5 ) 




'equilibre oxige qu(‘ noinbir (h's transforinalions i 2 soit egal au 
jinlirc di*s n'tours inverses 2 1, lorsquo tout est placd clans unv. enceinte 

tetnperatun' 7 \ T.('s nonibn's inoyens de pholons dans U's cases et A» 
Tonl alors donnes-par les fonniiles suivantes, cpii resiilttMit de la loi du 
Lyonnemcail noir d(^ Planck 


'>) 


/’■ /’i 


. f< r 


Jh 


N 


I 



ous dovrons aussi tcniir cnin]ote du fait que Pelectron sc trouve moins 
)uvent clans un dtat cVeiUirgie eiucticpK'. Ex ctue dans celui d'dnergie ciny- 
que Eg, si Ei est supyricnir h Eg; la loi de repartition est de la forme 


^ 7 ) 


__ ij 

n e 


aivant une formulc Men connuc. 
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Au total, la frequence moyenne des transformations i 2 sera donnee par 
la formule 

_ __ Jh 

(48) 


et de m6me, les retours inverses seront donn& par 





— Ea H- h Vi 

e 

(48 bis) Ba^i 


II y a equilibre si les deux expressions (48) et (48 bis) sont dgales ; or, en vertu 
de la relation (43), les exponentielles qui ligurent au nuni(i‘rattair sont 
egales ; nous aboutissons done k la relation 

(49) ^12^^21 

Les probability des deux reactions inverses sont done donnees par les 
for mules 44 et 45. 

Nous avons, dans cette deduction, admis impliciteni(‘nt quo Ic^ changtv 
ment d'^nergie cin^ique dc TiSlectron (qui s’accompagne d’lin cliangomonl de 
quantity de mouvement), e’est-k-dire son passage d’une cas<‘ <lans une autre, 
ne jouait aucun role effectif. Ceci correspond vn toute rigucair k la statis- 
tique classique; mais pour les electrons, comnu^ pour ](‘S atonies, les diffe- 
rentes statistiques sont pratiquement equivalentcs, Ic noni1)rc dc^ j^rojcctiles 
etant try petit devant celui des cases. Nos regies aboutissent done k mon- 
trer que les chocs ‘d'elcctrons et de photons ont pour effet de mainttmir 
les repartitions (47) pour les electrons, et (46) pour les photons. La repar¬ 
tition (47) n'est autre que la distribution des vitesses suivant la loi de 
Maxwell, bien connue en thterie cindtique. 

Que nous a appris ce calciil? Le point assentiol, c'ost Tdgalitd (49) des 
coefficients Pia et P^i qui nous donnent les probability dc deux transforma¬ 
tions inverses, Le reste, e'est-i-dire les formules (46) et (47), ddcoulaitddjk 
directement des raisonnements prdeddents, L'hypoth6so qui servait de base 
k notre statistique des projectiles ind^pendants (§ 2 et 3 de ce chapitre) 
nous a permis d'^crire les regies trfes simples (44) et (45), dont nous savons 
par avance Taccord avec la loi du rayonnement de I^lanck. 
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Quelles formules pratiques tirerons-nous de ces lois? II suffira de repasser 
des nombres et aux expressions de la densite d'^nergie du rayonne- 
ment ; le calcul num^rique est identique k celui du paragraphe pr^c^dent 
(eq. 41 et 42) et nous donne (1) 


(50) 

P,2 — p (vi) B p (vj) ] 

Pai = p (va) [^1 + B p (vi)] 

avec 



(50 ^is) 

_ 87r/iv,» 

A oSrrAv,* 


Ce sont exactement les regies posdes par Einstein, Ehrenfest et Pauli. 

10. Generalisations — Reactions ou chocs entre projectiles obeissant k 
differentes statistiques. — Nous pouvons dtendre les r^sultats du para¬ 
graphe precedent, et considerer le cas d'un choc interessant plusieurs sortes 
de projectiles. Supposons done une reaction, k laquelle prennent part des 

projectiles Ai A 2 _dont les coefficients d'encombrement b (au sens 

donne k ce terme aux §§ 3,4) aient les valeurs - bi. La reaction aura 

pour effet de fairc passer Tobjet Ai d*une case, oil se trouvaient initiale- 
ment pu objets semblables, k une autre case oil il y en avait p^i avant la 
transformation. Nous admettrons que la probabilite de prendre I'objet Ai^ 
dans la case initiate, est proportionnelle k Pn, et quo la probabilite de le 
placer dans la case finale est proporionnelle i — bi pit. Au total, la pro¬ 
babilite de la transformation s*ecrira 

(51) Pi 2 = ^1 2 n pu (r bt p2i ). 

Dans la transformation inverse, on devra prendre un projectile dans la 
seconde case, qui en contiendra pii=^ i + p%u pour le remettre dans la 


(i) Prenons, par cxomple, lY'qiiation (44) ; nous y rcmplacerons Ics valeurs moyennes et 
p2 par leurs expressions 

7 = _ P (^1) ^ P (^1) 

Hi ' 8Tr/tv?[ 

<?t 

- ^ P (^2) 

8 TT II vi 

CO (lui donne bioii la pr^i6re formiile (50) ; pour la socondc .relative a P21 on la d^duira de 45 
cii y rempla9ant ^ et^^ par les moyennes ci-dessus. 
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premiere case, qui en contenait pir'T, de sorte que la reaction inverse 
sera caract^risee par une loi de la forme 

(52) P2 -> 1 = ^^2 ] n (i — hi pu ). 

i 

Soient En et E^i les energies du projectile Ai dans les cases initiales et 
finales; la conservation de Tenergie nous donne la relation 

(53) 

Nous allons generaliscr un peu le probl(^mc, et supposer que I’objet 
est pris non pas dans une case unique, mais dans une region d'extension 
en phase contenant gi/ cases, pour etre ensuite place dans nnc autre zone, 
contenant gai cases ; et nous appclcrons Un, n^i les nombres d’objets, avant 
le choc, dans ces deux series de cases ; nous aurons alors 


et les relations (51) ou (52) s’&riront 


( 54 ) 

Pi 2 - a l-.y 2^1 fl'li (g2/ 

h, n^,) 

( 55 ) 

Pa “► 1 — ^ 2 1 ^1 (gu- 

■ ^>1 n'u) 


Nous devons 6crire que, dans T^tat d'^quilibrc isothermc, ces deux reac¬ 
tions inverses sc compensent exactement; les nombres ni sont alors donnes, 
en moyenne, par les formules 


(56) 




^li 


a -|- 


JbL 

+b, 


qui comprennent le cas de Bose-Einstein (5 = — i)ouceluidc Fcrmi-Dirac 

(6==i) comme cas particuliers. Avec ces valeurs des^n et rdquation 
(54) s'dcrit 


( 57 ) Pi- 




giig2<e 


a-H 


k T 


t / \ / \ 
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La reaction inverse (55) s'ecrira, de m^me, en prenant pour 
valeurs (56) 

a -1- EjL. 

giig^i^ kT _ 

Lcs prodiiits d'exponentielles font apparaitre en exposant les somines 
dos energies dans Tetat initial (i) ou final (2). En vertu de la relation (53). 
ces deux sommes sont egales, et la condition 


(58) 


P2 1 ^21 


(59) == ^21 entraine , 


L'egalite des coefficients et a^i nous garantit done que, dans Tequilibre 
isotherme il y aura, en moyenne, le m6me nombre de transformations i->2 
que de transformations inverses 

Nous pouvons passer des lois ecrites en 54 et 55 a cellos qui fc'ront iigurcr 
la dcftsite d'energie du rayonnement, lorsque les projectiles considorcs soront 
des phoions ; la transformation sc fera cominc au paragraplie precedent, et 
donnera 


(()0) Pj2 1^1 P (^li) -I Pi 9 (va/)] 


P 21 == n P W [^n+A*iP(vu)| 

t 


avee 


(61) 

I 




8n h v®o| 




H TV h v*bi 


Ces derniferes formiilcs rcgiroiit les lois des reactions photochimiques dans lcs 
problemes les plus divers ; si unc reaction so produit avee absorption des 
frequences et emission des frequences la vitesse de reaction devra 
dependre des densites des rayonnements suivant une fonnule du type 60. 


11. Le «th^or^mo H » de Boltzmann. Croissance de I’entropie. — Les 

fonmiles que nous avons demontrccs nous pcrnicttent d'dtudier tons lcs 
types de reactions ou do chocs pormottaut aiix particules d*dclianger de 
r^nergic ; nous avons, jusqu'ici, considere sculcment Tetat d\'iquilibrc iso¬ 
therme ; nous alloiis maintenant supposer qu'une repartition tout ci fait 
arbitraire a &i 6 realisee au debut de rexpericnco, et nous montrerons que la 
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artition evolue peu k peu vers la forme la plus probable (i) ; c’est Tobjet 
celfebre « th^or^me H » de Boltzmann, th^orfeme dont la demonstration 
It tres delicate en m^canique classique, mais devient fort aisde en meca- 
ue quantique. 

Considerons une reaction du type etudie au paragraphe precedent, et 
dions la variation totale du nombrc nn de particules dans la zone (i,t) 
^tension en phase, qui contient gn cellules ; cette variation sera donnee 
la difference des deux reactions inverses (54) et (35) 


, , P2 ->■ 1 ^ 1 2 — ^ 12 111 W2& (gift — bh 7 j/*) 

(62) 

k ) 

ntropie est donnee, d'apres nos formules (24), [ou chap, v, cq. 11 et 20] 


(63) 


logP= S j log (g,— htH,) — 

I 

— 1 h log 111 + log g, 


3orte que, pour des variations d w,, nous avons unc variation d S 

(64) jdS = 21og- ^* - -^' ^dw.. 

pposons done realisee, au debut de rexperience, une certaine repartition 
litraire, caracterisee par les nombres ; admettons ensuite quo ces 
nbres puissent se modifier par suite de la reaction regie par la formule 62 ; 
ir simplifier, nous supposons qu'il n’y a qu'une seulc reaction ; s'il pouvait 
1 produire plusieurs, il y aurait simplement k fairo la somme des expres- 
s 62 relatives k ces diverses reactions. Nous ne connaissons, et c*cst l^i 
'^int essentiel, que la probabilite des transformations i-'>-2 ot 2“>i; 

''ertitude k quel moment et dans quelles circons- 
deux reactions inverses se produira. Dans ces 
-e de distinguer nxk et n'lk, c*est~Ji-dire les 
cases avant la reaction i ->• 2 ou avant 2 i; 

n Physik, Festschrift Sommerfold (Hirzel, Leipzig, 1928), 
*3 (1927), p. 956 J 
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nous admettrons que ces deux nombres sont egaux et repr&entent la dis¬ 
tribution moyenne des projectiles. 

Ces nombres varient progressivement au cours du temps, suivant une 
loi moyenne repr£sent6e par (62), et entralnent, d'apr^s (64) une variation 
progressive moyenne de S 


= S Ui^ log ‘ ^ X Fn n^fi (gift — bit nik) — IT (g*2k — 6* I 

Of (i<) riii Lft ft j 

— S ai>i log — —-X F '^hk iiik — ^ifc) — IT ^ift (giift — &ft %ft) I 

(u<) L& k J 


Nous avons tenu compte des vaiiationsrepr&entees par (62) ct des 

variations ^^| -qui sont regies par la meme expression chang( 5 e de signe. 

Tous ces tennes peuvcnt sc regrouper; nous remplacerons la somme 
des logarithmes par le logarithmc d’lin produit, et nous introduirons les 
variables 


(G5) a\ = n 

ce qui nous donnera 




1^2 k - bif. 

W.2ft 


( 66 ) 


rl.S' 


^ II Wu «.jt j Ai — Xa j j log A", — log Xt 


Cette fonnulc sullira i notrc demonstration ; en effet, rcinarquons tout 
d'abord que Xi et sont 'deux nombres positifs ; car dans la statistique de 
Bosc-Einstein, &* est egai k — i, de sorte quo les facteurs sont positifs ; et 
d’aprte Fermi-Dirac, ^4 est egal k i, mais on a toujours n^k gi*; le r&ultat 
est done gen&al. 

D'autre part, dans rintervalle o, 00, le logaritliuKi est une fonction crois- 
sante et monotone de X, de sorte que Ton a toujours le meme signe pour 
Xi — Xa et log Xi —log Xa; il s’ensuit que 


(Xi-X,) (logXi-logXa))^o 

la valeur zdro ne pouvant 6tre obtenue que si Xi ^ X^, Ce r&ultat nous 
donne 
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Nous voyons done la valeur exacte de cette affirmation: revolution la plus 
probable de I’entropie est dans le sens dc raugmentation. Des fluctuations 
pourront se produire, au cours desquelles I’entropie subisse une diminution 
momentanee ; mais revolution generate sera donnec par (67). Ceci resulte 
nettement des remarques que nous avons faites au debut de ce paragraphe : 
nous ne pouvons rien dire sur revolution d’un systeme isole, car nous 
ne connaissons pas les lois dlementaires avec precision. Tout ce que nous 
savons se reduit aux formules de probability (62), qui nous pemiettcnt do 
dire revolution la plus probable d’une grandeur donnee, ou S. 

Nous pouvons pousser plus loin le raisonnement precedent, ct voir com¬ 
ment il nous ram^ne aux lois dc repartition de Bosc-Einstein, ou dc Fcrmi- 
Dirac pour I’^tat d’^quilibre ; I’equilibre est seulement realise lorsquc les 
deux quantity Xi et (dq. 65) sont dgalcs ; dcrivons I’egalitc des loga- 
rithmes, et nous avons la condition 
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Or, cette condition d’^quilibrc doit ytre satisfuit(i non .seulement pour une 
rdaction dyterminee, mais pour toutes les reactioirs qui pi-uven( se produire 
entre les diverses particules considerecs ; il n’y aura done (pi’une rcsiriclion, 
celle de la conservation de I’energie 


(69) Slij* —S/iy. o 

oil Eu, et repr&entent les ynergies des particules avant et apres la 
rdaction. Pour que la relation (69) entrainc automatiquemeiit, dans tons 
les cas, la relation 68, il faut evidemment que I’on ait 

( 70 ) 

Le coeffiicient a pourra ^tre cliffirent de z6ro pour les particules dont lo 
nombre se conserve dans la reaction, de telle sorte qu'Ji chaque particulc 
(i, h) avant la reaction corresponde une autre particulc (2,/tj) de nifime type 
apr^s la reaction ; tel sera le cas des particules matcriclles (atonies, eltxtrons, 
mol&ules, etc.) etlaformule7onousredonne les statistiques de Boso-Einstcin 
ou Fermi-Dirac 
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STATISTIQUES DU RAYONNEMENT 


Mais pour le cas des ‘photons, nous devrons raisonner autrement ; leur 
nombre ne reste pas constant dans la reaction ; si nous adoptions une rela¬ 
tion du type (70), il nous resterait, dans ia formule (68), un terme rdsiduel 
N a, AT.etant le nombre de photons crees pendant la reaction; nous devrons 
done admettre a = 0 pour les photons, ce qui nous redonne la formule de 
Planck, ainsi que nous Tavons vu an debut de ce chapitre. 

La demonstration generate que nous avons indiqu^e repose essentielle- 
ment sur Tincertitude relative aux lois 61 ementaires ; tout d'abord, en vertu 
du « principe d'indetermination » de Heisenberg (ch, iii, § 14) nous ne pou- 
vons pas connaitre avec une precision illimitde les conditions initiates d*un 
syst^me ; si nous voulons mesurcr tine coordonnee q et le moment corres- 
pondanl nous ne pouvons le faire qu'avoc certaines ciTcurs A p, et le 
produit Aq A p no pent etre rendu inferitmr h. h \ h dtant la dimension d'une 
cellule de Planck, pour Ic cas d’un soul degre de libertc, il nous est impos¬ 
sible de snvoir autre chose que coci : li* point representatif est a rintericur 
d’unc certaino cellule. La forme des celliiK's de]3end des conditions physiques 
de la mesure, c*cst-i\-dire des circoiistances experimcntales que Ton suppose 
realisees. En particulier, rdnergie E et le temps t constituant un moment 
et la coordonnee correspondante, on ne pout mesurcr E avec precision que si 
la mesure dure un temps tres long (puisque la iiK^surc de E revient celle 
d’lme frequence v). 

A cett(* inceiiitude sur les conditions initiales vient s'adjoindre une inde- 
terminalion sur les lois elemi'ntaires ; nous avons dfi suj)poser k ces lois im 
enonce statistique, du type 62, et Ton verilk^ aisenieiit qtii* l(‘s mecaniques 
nouvelles no nous donnent ricMi de plus ; considerons vn ]>articulier remis¬ 
sion et rabsorption di* rayonnement pur un atome ; nous calculous h* 
moment electricpxe d(^ Tatome, qui se prdstmte^ sous forme d’uni^ niatricc\ 
c*cst-i-dirc d’lin ensemble de lermt?s 


2 7ri(Vr, —Vm)‘' 

oil h v„ et h v,„ sont U‘s niveaux dYmergie; chacxiii de ces ternies determine 
remission de la frequence v„ v„, (Omission vrai<^ si v„ > v,^, absorption 
dansle cas contraire) ; mais (jue savons-nous sur 

("’(‘st une quautite imaginaini dont Tamplitude &mn est 

clOterminec* mais dont la phase a,,,,, est inconnue, (d: soumisc senlement k la 
condition a,t„, r-- ~ a,ttu (matricc du type Hermitc'.). Ced signifie que Pinstant 
de remission et sa phase sont inddterminds ; il y a seulement unc probabi- 
lite cr^mission, doiinde par le carrd 




